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MÓDULO 1

A Seta do Tempo

A origem da segunda lei da termodinâmica esteve relacionada ao estudo das
máquinas térmicas. No entanto, essa lei possui aplicação muito mais ampla
do que problemas de engenharia. Veremos a seguir como a segunda lei da
termodinâmica e uma grandeza chamada entropia estão relacionados à �seta
do tempo�, a ideia de que o �uxo do tempo não pode ser revertido.

1.1 Irreversibilidade e a Seta do Tempo

A cada dia que passa �camos um pouco mais velhos. Nunca voltamos ao
passado para repetir exatamente um dia que já vivemos. Sabemos que o
tempo segue um sentido, ele sempre vai do passado para o futuro. Mas, por
que isso ocorre? Quais leis da física explicam essa �propriedade� do tempo?
Há alguma explicação para isso?

A �gura 1.1 é uma fotogra�a estroboscópica. Olhando para a imagem,
qualquer pessoa pode identi�car a sequência cronológica do movimento. Sa-
bemos intuitivamente que o movimento se inicia no trampolim e termina na
piscina; é altamente improvável que nessa sequência de imagens a pessoa
tenha saído da água e �nalizado seu movimento em pé sobre o trampolim.

Muitos fenômenos do nosso dia a dia nos permitem reconhecer facilmente
o sentido da passagem do tempo. Esse fenômenos são chamados de irrever-

síveis. Através deles somos capazes de perceber que do presente seguiremos
para o futuro e não para o passado. Se não fosse assim, pipoca viraria milho
e galinhas virariam pintinhos. O tempo segue um sentido único, do passado
para o futuro. Sendo a irreversibilidade um aspecto tão geral do nosso dia
a dia, seria de se esperar que existisse uma lei fundamental da física, válida
para qualquer tipo de sistema, que explicasse isso. Entretanto, as leis físicas
mais fundamentais, aquelas que descrevem as interações entre as partículas
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Módulo 1. A Seta do Tempo

Figura 1.1: Imagem estroboscópica de um salto de trampolim.

e campos que conhecemos, não distinguem passado de futuro.
Tomemos como exemplo o movimento de um planeta em torno de uma

estrela, que é bem descrito pelas leis de Newton da mecânica e gravitação uni-
versal. Considerando o planeta e a estrela como partículas, não há nenhum
sentido privilegiado para a passagem do tempo. Uma foto estroboscópica da
órbita do planeta não permitiria identi�car o sentido da rotação deste em
torno da estrela.

Podemos pensar também na colisão elástica de dois átomos. Se pudés-
semos �lmar essa colisão e passássemos o �lme de trás para frente, ainda
assim a cena faria sentido, sem nenhuma estranheza que permitisse identi-
�car a troca. Entretanto, quando um copo de vidro quebra após cair no
chão a natureza irreversível desse processo �ca evidente, embora ele seja o
resultado de colisões atômicas em princípio reversíveis. Mesmo a primeira
lei da termodinâmica não ajuda nesse caso. Podemos nos basear no princí-
pio da conservação de energia para a�rmar que ao longo da queda o copo
perdeu energia potencial gravitacional e ganhou energia cinética até que, no
impacto, essa energia cinética foi convertida em energia dos fragmentos e
corpos vizinhos. Não há nada na primeira lei que impeça esses processos
de ocorrerem no sentido contrário, desde que a energia seja conservada. A
lei não contempla a di�culdade de se juntar os cacos de vidro e torná-los
novamente copo sobre a pia.

A seta do tempo coloca, portanto, duas questões que devem ser respon-
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Módulo 1. A Seta do Tempo

didas:

• Por que os fenômenos à nossa volta são irreversíveis?

• Porque essa irreversibilidade não aparece em sistemas �pequenos� (com
poucas partículas)?

Para entender melhor essas questões é preciso conhecer os conceitos de
microestado, macroestado e multiplicidade, que serão apresentados nas pró-
ximas seções.

1.2 Macroestado e Microestado: Jogo de Da-
dos

Os conceitos de microestado e macroestado estão relacionados com a dife-
renciação ou não cada elemento que compõe um sistema. Para compreender
de forma mais simples o signi�cado de microestado e macroestado, vamos
considerar o lançamento de dois dados de seis lados.

Para um único dado temos seis resultados possíveis e igualmente prová-
veis, considerando que os dados não são viciados. Somando os resultados dos
dois dados, teremos 11 valores possíveis, de 2 a 12. Entretanto, esses valores
não são equiprováveis. A �gura 1.2 mostra isso; alguns resultados são mais
facilmente obtidos do que outros, pois existem mais formas de se chegar a
eles. Por exemplo, existem 6 diferentes maneiras da soma resultar em 7 e
apenas uma maneira desse resultado ser 12.

Figura 1.2: Possíveis resultados de jogo com dois dados. Os pares de dados
representam microestados e os números (somas) são os macroestados.
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Módulo 1. A Seta do Tempo

Temos então 36 (6 × 6) maneiras diferentes dos dois dados caírem, ilus-
tradas pelos pares mostrados na �gura 1.2. Cada uma dessas maneiras re-
presenta o que chamaremos de um microestado, ou seja, a descrição mais
detalhada possível do resultado de um lançamento dos dois dados: qual o
resultado do primeiro dado e qual o do segundo dado. No jogo de dados nor-
malmente não estamos interessados no resultado individual de cada dado, só
precisamos conhecer a soma deles. Nesse caso, o valor da soma especi�ca o
macroestado do sistema. Por exemplo, o macroestado correspondente ao va-
lor 10 da soma pode ser obtido com três microestados diferentes: 6 e 4, 5 e 5,
e 4 e 6 (veja a coluna 10 na �gura 1.2). Note que a descrição do microestado
envolve a identi�cação do primeiro e segundo dados: 6 e 4 é um microestado
diferente de 4 e 6.

Uma representação equivalente à da �gura 1.2 está mostrada na �gura 1.3
(esta representação parece ser a preferida pelos professores de matemática).
A �gura mostra os 36 microestados possíveis e equiprováveis, etiquetados pelo
macroestado correspondente. Vemos novamente que alguns macroestados
aparecem mais frequentemente do que outros. Por exemplo, o macroestado
correspondente à soma 10 aparece 3 vezes, com já vimos.

+"

Figura 1.3: Possíveis resultados de jogo com dois dados. Cada quadro iden-
ti�ca um microestado, etiquetado pelo macroestado correspondente. As três
maneiras diferentes de se obter soma igual a 10 estão destacadas.

Num sistema físico mais típico, como um objeto macroscópico composto
por muitas partículas, o microestado especi�caria a posição e velocidade de
cada partícula individualmente. Já o macroestado seria dado pelo volume,
temperatura e outras grandezas macroscópicas necessárias para descrever a
situação desse objeto.
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Módulo 1. A Seta do Tempo

1.3 Cara ou Coroa?

Microestados e macroestados também aparecem num jogo de cara ou coroa.
Se a moeda não é viciada, ao jogá-la teremos iguais probabilidades de obter
cara ou coroa (50% de chance para cada um dos resultados, desprezando a
possibilidade de a moeda equilibrar-se na posição vertical). Podemos dizer
que a moeda é um sistema de dois estados (cara ou coroa) e que eles são
igualmente prováveis. Da mesma forma, se utilizarmos uma segunda moeda,
esta também terá dois estados equiprováveis (cara ou coroa). Jogando as
duas moedas teremos quatro resultados possíveis: cara e cara, cara e coroa,
coroa e cara, coroa e coroa. Como esses resultados são igualmente prováveis,
teremos uma probabilidade de 25% para cada um deles, como apresentado
na tabela 1.1.

Moeda 1 Moeda 2 Probabilidade
Cara Cara 1/4
Cara Coroa 1/4
Coroa Cara 1/4
Coroa Coroa 1/4

Tabela 1.1: Resultados de cara ou coroa jogado com duas moedas: as quatro
con�gurações são igualmente prováveis.

Os microestados do sistema de duas moedas são as quatro con�gurações
mencionadas acima e mostradas na tabela 1.1. Conhecendo o microestado
sabemos qual é a face visível de cada uma das moedas. Mas, vamos supor que
não nos interessa ter uma descrição tão detalhada das moedas e que precisa-
mos saber apenas quantas delas deram coroa. Nesse caso, teríamos apenas
três resultados possíveis para uma jogada: nenhuma coroa, uma coroa e duas
coroas. Esses são os nossos macroestados, e eles não seriam equiprováveis.
A probabilidade de obter duas coroas é 25%, pois a esse macroestado só
corresponde um microestado dos quatro possíveis. Pelo mesmo raciocínio, a
probabilidade do resultado ser nenhuma coroa (ou seja, duas caras) também
é 25%. Já a probabilidade de encontrar apenas uma coroa é 50%, pois a esse
macroestado correspondem dois microestados (cara e coroa, coroa e cara). A
tabela 1.2 mostra os macroestados e suas respectivas probabilidades.
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Módulo 1. A Seta do Tempo

Macroestado Probabilidade
Nenhuma coroa 1/4
Uma coroa 1/4 + 1/4 = 1/2
Duas coroas 1/4

Tabela 1.2: Resultados de cara ou coroa com duas moedas, num jogo em que
apenas o número de coroas é relevante. As probabilidades dos resultados (os
macroestados) não são iguais.

1.4 Multiplicidade

Quando discutimos o jogo de dados, vimos que é mais provável encontrar
a soma igual a 7 do que 12. A explicação para isso foi a de que existem
seis maneiras diferentes de se obter a soma 7 e apenas uma forma de se
chegar a 12. Encontramos algo semelhante no jogo de cara e coroa com
duas moedas. É mais provável encontrar uma coroa do que nenhuma porque
existem duas maneiras de se chegar ao primeiro resultado e apenas uma de
se obter o segundo. Nos dois exemplos é fácil perceber que probabilidade
de se encontrar um determinado macroestado é proporcional ao número de
microestados que podem ser associados a esse macroestado. A esse número de
microestados chamamos de multiplicidade do macroestado. Representaremos
a multiplicidade pela letra grega Ω.

Falar em duas moedas, ou dois dados, para introduzir as ideias de micro-
estado, macroestado e multiplicidade pode ser conveniente, mas esses não são
sistemas físicos muito interessantes. Entretanto, eles fornecem uma base para
a discussão de sistemas mais importantes do ponto de vista termodinâmico.

Dando um passo nesse sentido vamos estudar um modelo simpli�cado de
gás ideal. Vamos considerar um sistema de partículas de dimensões despre-
zíveis no interior de um recipiente que tem dois lados, �esquerdo� e �direito�,
de igual volume. A probabilidade de uma das partículas ser encontrada na
metade da direita desse recipiente é igual à probabilidade dela ser encontrada
no lado esquerdo. No modelo que discutiremos cada partícula tem apenas
duas �posições�: esquerda ou direita. Iremos ignorar por enquanto a variação
contínua das posições e as velocidades que deveriam ser consideradas em uma
descrição mais realista. Nessa análise cada partícula se comporta como se
fosse uma moeda; em vez de cara ou coroa temos esquerda ou direita.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, um microestado desse gás é
determinado pela especi�cação do lado do recipiente em que se encontra cada
partícula, ou seja, pela descrição mais detalhada possível (dentro do modelo)
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Módulo 1. A Seta do Tempo

da con�guração do sistema. Já o macroestado será dado pelo número de
partículas que está de cada lado, uma descrição menos detalhada do que a
de um microestado porém mais útil do ponto de vista macroscópico.

Por exemplo, em um recipiente com apenas uma partícula há dois mi-
croestados igualmente prováveis: partícula do lado esquerdo ou partícula do
lado direito. A �gura 1.4 ilustra essas con�gurações. Note que não há uma
barreira física entre os dois lados do recipiente; na �gura, a linha divisória
marca apenas a fronteira entre as duas metades. Nesse caso (não muito inte-
ressante do ponto de visto termodinâmico), os macroestados coincidem com
os microestados e portando também são equiprováveis.

Figura 1.4: Microestados de uma única partícula num recipiente. Nesse caso
os macroestados (se insistirmos em falar neles) coincidem com os microesta-
dos.

Microestados:

Macroestados:

Ω = 1 Ω = 2 Ω = 1

Figura 1.5: Microestados e macroestados de um sistema de duas partículas.
As multiplicidades Ω dos macroestados estão indicadas.

Com duas partículas, temos uma situação um pouco mais interessante
que a anterior. Como no caso das duas moedas, temos quatro microestados
igualmente prováveis e três macroestados que ocorrem com diferentes proba-
bilidades. As con�gurações correspondentes a esses microestados e macroes-
tados estão mostradas na �gura 1.5. Acima de cado macroestado estão os
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Módulo 1. A Seta do Tempo

microestados associados a ele. A �gura 1.5 também mostra as multiplicida-
des dos macroestados, facilmente encontradas contando as �caixinhas� sobre
o cada um desses estados.

A multiplicidade do macroestado com uma partícula de cada lado é Ω = 2,
enquanto a dos macroestados com as duas partículas do mesmo lado é Ω =
1.Por essa razão, nesse caso é duas vezes mais provável encontrar as partículas
uniformemente distribuídas do que concentradas em um determinado lado.

No caso de quatro partículas, os microestados, macroestados e multipli-
cidades estão mostrados na �gura 1.6. A situação é semelhante à encontrada
com duas partículas, com uma diferença importante: agora a multiplicidade
do macroestado em que as partículas estão uniformemente distribuídas é seis
vezes maior (não apenas duas vezes maior) que a do macroestado com todas
as partículas de um certo lado.

Microestados:

Macroestados:

Ω = 1 Ω = 4 Ω = 6 Ω = 4 Ω = 1

Figura 1.6: Microestados, macroestados e multiplicidades para um sistema
de quatro partículas.

Vimos nesses exemplos que a multiplicidade depende do número total de
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Módulo 1. A Seta do Tempo

partículas e de quantas estão em cada parte do recipiente. A multiplicidade
nada mais é que o números de maneiras diferentes de escolher n partículas
(as que �carão do lado esquerdo) de um total de N partículas, ou seja, é
a combinação de N elementos agrupados n a n, C(N,n) = N !/[n!(N − n)!].
Portanto, a multiplicidade de um macroestado de um sistema de N partículas
em que n estão num dos lados (como mostrado na �gura 1.7) é dada por

Ω(N,n) =
N !

n!(N − n)!
. (1.1)

Figura 1.7: N partículas, das quais n ocupam o lado esquerdo do recipiente
e N − n o lado direito.

Figura 1.8: Triângulo de Pascal

Uma forma simples de se calcular as multiplicidades dadas pela equa-
ção (1.1) é construindo o triângulo de Pascal. Um triângulo de Pascal com
N indo de 1 a 18 está mostrado na �gura 1.8 (o número n varia ao longo de
uma das linhas e N aumenta do topo para a base do triângulo). Analisando o
triângulo linha a linha vemos que, à medida que N aumenta, a multiplicidade
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Módulo 1. A Seta do Tempo

dos macroestados em que as partículas estão uniformemente distribuídas pelo
recipiente (n ≈ N/2 torna-se muitíssimo maior que a multiplicidade dos ma-
croestados em que as partículas concentram-se em um dos lados (n ≈ 0 ou
n ≈ N). Por exemplo, para N = 18, a última linha mostrada na �gura 1.8,
a multiplicidade do macroestado com n = N/2 é Ω = 48.620, quase 50 mil
vezes maior que a multiplicidade do macroestado correspondente a n = 0.
Se somarmos a esse número a multiplicidade dos estados com n = N/2 ± 1
e n = N/2 ± 2 encontraremos cerca de 200 mil microestados. O número
total de microestados de um sistema de N partículas é 2N , o que dá cerca
de 260 mil. Portanto, para N = 18 os macroestados próximos à distribui-
ção uniforme de partículas correspondem à grande maioria dos microestados
acessíveis ao sistema.

É importante notar que N = 18 não é um número grande, pelo menos se
comparado ao número de moléculas encontradas em uma quantidade típica
de gás, que é da ordem de 1023. O triângulo de Pascal não é uma grande ajuda
em casos dessa magnitude, mas é possível mostrar que para esses números a
imensa maioria (na verdade, a quase totalidade) dos microestados acessíveis
correspondem à uma distribuição praticamente homogênea de partículas pelo
recipiente.

1.5 A Origem da Irreversibilidade

O estudo sobre microestados, macroestados e multiplicidade nos permite
agora compreender a origem da seta do tempo. Um exemplo tradicional
de processo irreversível é a chamada expansão livre de um gás. Imaginemos
um recipiente dividido em duas partes iguais por uma parede. Um gás ocupa
uma dessas partes e a outra está vazia. Se a divisória entre os dois lados
for removida, todos sabemos que o gás �uirá para a metade vazia até ocu-
par uniformemente todo o recipiente, atingindo o que chamamos de estado
de equilíbrio. Esse é um exemplo padrão de irreversibilidade porque, a�nal,
ninguém diria que o gás pode voltar espontaneamente a ocupar uma metade
do recipiente deixando um vácuo na outra.

Para entender a causa dessa irreversibilidade, vamos retornar ao modelo
simples de gás da seção anterior. O estado inicial do sistema, no momento
da retirada da parede, corresponde a todas as partículas em um dos lados
do recipiente. A multiplicidade dessa macroestado é Ω = 1, como vimos
nos exemplos que discutimos. Já o estado de equilíbrio, que corresponde
a macroestados com distribuição homogênea de partículas, tem multiplici-
dade imensamente maior (Ω� 1). A irreversibilidade surge porque é muito
mais fácil ir de um macroestado de baixa multiplicidade (e portanto pouco

10



Módulo 1. A Seta do Tempo

provável) para um de alta multiplicidade (muito provável) do que realizar
espontaneamente o caminho inverso. Se o número de partículas for muito
grande, ou seja, se o sistema for macroscópico, será praticamente obrigatório
ir para o estado de equilíbrio e praticamente impossível sair dele. A �gura
1.9 ilustra essa relação entre a seta do tempo e o aumento da multiplicidade
em sistemas macroscópicos. É importante notar que nossa explicação mostra
que a seta do tempo é um efeito estatístico, causado pelo fato de vivermos
num mundo com muitas partículas. Num mundo microscópico, com poucas
partículas, é possível e comum encontrarmos processos reversíveis.

Mulplicidade baixa Multiplicidade alta

Figura 1.9: Expansão livre de um gás. Em um sistema com muitas partículas,
é muitíssimo provável (obrigatório) a evolução de baixa multiplicidade para
alta multiplicidade e pouquíssimo provável (impossível) uma evolução de alta
multiplicidade para baixa multiplicidade. A seta do tempo está indicada na
�gura.

Desse ponto de vista estatístico, o estado de equilíbrio corresponderá ao
macroestado de maior multiplicidade do sistema. Chegamos com isso a um
enunciado da segunda lei da termodinâmica: a multiplicidade de um sistema

isolado nunca diminui. Nas palavras de Ludwig Boltzmann, o responsável
pela solução estatística da questão da seta do tempo:

�Na maioria dos casos o estado inicial será um estado muito im-
provável. A partir dele o sistema evolui rapidamente para estados
mais prováveis até �nalmente atingir o estado mais provável, isto
é, o estado de equilíbrio térmico. [...] O sistema de partículas
sempre evolui de um estado improvável para um estado prová-
vel.�

1.6 Entropia

Uma característica da multiplicidade é que para um sistema composto por
dois subsistemas (1 e 2) de multiplicidades Ω1 e Ω2, a multiplicidade é deter-
minada pelo produto Ω1×Ω2. Ou seja, a multiplicidade não é uma grandeza
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aditiva. Esse �problema� é resolvido pela introdução de uma nova grandeza,
a entropia, representada pela letra S e de�nida como

S = k ln Ω, (1.2)

onde k é a constante de Boltzmann, introduzida nessa de�nição por razões
históricas (k ≈ 1,38× 10−23 J/K).

O logaritmo torna a entropia uma grandeza aditiva (ou extensiva, como
se diz na termodinâmica). Para um sistema composto por dois subsistemas
de entropias S1 = k ln Ω1 e S2 = k ln Ω2 (�gura 1.10), a entropia total é a
soma das entropias de cada parte:

STotal = k ln ΩTotal

= k ln(Ω1 × Ω2)

= k(ln Ω1 + ln Ω2)

= S1 + S2

Figura 1.10: A multiplicidade e entropia de um sistema composto. A entropia
é uma grandeza aditiva (extensiva), ao contrário da multiplicidade.

Além dessa propriedade, é importante ressaltar que a entropia é sempre
positiva, já que Ω ≥ 1. Ela também é uma função crescente da multipli-
cidade, ou seja, se a multiplicidade nunca é reduzida num sistema isolado,
o mesmo ocorre para entropia. Isso nos leva a reescrever a segunda lei da
termodinâmica da seguinte forma:

A entropia de um sistema isolado nunca diminui.
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Módulo 1. A Seta do Tempo

Esta é uma das formulações canônicas da segunda lei da termodinâmica.
Nenhuma outra lei física de�ne um sentido para a passagem do tempo como
a segunda lei. Como vimos, as leis microscópicas da física não distinguem
passado de futuro. Dizer que a entropia de um sistema isolado nunca diminui
signi�ca a�rmar que ela aumenta ou permanece constante. Se a entropia
aumentar durante o processo, este não pode ser revertido, pois isso violaria
a segunda lei. Processos desse tipo são ditos irreversíveis, caracterizados por
∆S > 0. Se a entropia permanecer constante no processo (∆S = 0), esse
pode ser revertido sem violar a segunda lei. Muito naturalmente, processos
como esse são ditos reversíveis.
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MÓDULO 2

Entropia e Temperatura

2.1 Entropia, Energia e Temperatura

Já vimos como a noção de entropia (ou multiplicidade) levou à explicação da
seta do tempo e à segunda lei da termodinâmica. Discutiremos agora o que
acontece quando combinamos os conceitos de energia e entropia. Veremos
que isso leva a uma compreensão mais profunda do que seja temperatura e
a novas formulações da segunda lei.

2.1.1 O Conceito de Temperatura

Temperatura é um dos conceitos mais fundamentais da termodinâmica e tam-
bém um dos mais difíceis de compreender e de�nir. Usualmente, chamamos
de temperatura a quantidade que informa quão quente ou frio é um objeto em

relação a algum padrão. Essa descrição, embora correta, não é muito precisa
(o que é �algum padrão�?). Uma formulação mais cuidadosa é a de�nição
termométrica: temperatura é aquilo que se mede com um termômetro. Essa
de�nição obviamente não favorece a compreensão do conceito de tempera-
tura, na medida em que depende de uma escolha mais ou menos arbitrária
do que seja um termômetro.

A temperatura também é associada à propriedade fundamental dos siste-
mas termodinâmicos de atingirem o equilíbrio após contato térmico. Tempe-
ratura é a �coisa� que é igual quando dois objetos estão em equilíbrio. Nesse
contexto, contato (térmico) signi�ca que os objetos podem trocar energia es-
pontaneamente na forma de calor e a temperatura é a grandeza que se torna
igual para os objetos quando o equilíbrio é estabelecido, ou seja, quando
não há mais troca de calor. Isso leva a uma caracterização da temperatura
como uma medida da tendência de um objeto dar espontaneamente energia
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ao entorno. Para dois corpos em contato térmico, o calor tende a �uir espon-

taneamente do corpo que possui a maior temperatura para o corpo de menor

temperatura.
A caracterização da temperatura a partir do equilíbrio térmico está na

base da noção de termômetro, mas não ajuda a escolher uma substância ou
escala termométrica, ou seja, não resolve a ambiguidade inerente à de�nição
operacional.

Outra maneira usual de compreender o conceito de temperatura é associá-
lo ao grau de agitação das partículas de um corpo. Contudo, essa relação
entre temperatura e agitação térmica não é a mesma para diferentes tipos de
sistema. Outro problema dessa associação é que existem sistemas termodi-
nâmicos que não são formados por átomos, mas mesmo assim podem possuir
temperatura, como a radiação eletromagnética.

Na próxima seção discutiremos uma de�nição mais abrangente e menos
ambígua de temperatura, que engloba as características apresentadas acima
e que nos permite explorar as consequências da segunda lei com grande faci-
lidade.

2.1.2 De�nição Termodinâmica de Temperatura

A entropia de um sistema termodinâmico é de�nida a partir do conceito de
multiplicidade, ou seja, quantos microestados estão associados a um deter-
minado estado macroscópico. Esse estado é caracterizado por quantidades
igualmente macroscópicas como o volume V , o número de partículas N e a
energia interna U . Como diferentes macroestados têm diferentes multipli-
cidades, a entropia deve ser uma função dessas variáveis, S = S(U,V,N).
Vamos supor, por hora, que o volume e o número de partículas estão �xos,
de modo que podemos pensar na entropia como função apenas da energia
interna, S = S(U). Uma relação típica entre a entropia e a energia está
ilustrada no grá�co da �gura 2.1.

A de�nição termodinâmica de temperatura (T ) é

1

T
=

∆S

∆U
(2.1)

onde ∆U é uma pequena variação da energia interna e ∆S a correspondente
mudança na entropia. Essas variações estão mostradas na �gura 2.1. Essa
de�nição é equivalente a dizer que

T =
∆U

∆S
, (2.2)

embora essa forma seja menos usada pois é mais comum trabalharmos com
a função S(U) do que com sua inversa.
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Figura 2.1: Grá�co típico da entropia (S) em função da energia interna (U)
de um sistema termodinâmico. A temperatura T é dada pela inclinação da
curva: 1/T = ∆S/∆U .

Uma aplicação importante desses conceitos pode ser realizada no caso dos
sistemas conhecidos como reservatórios térmicos. Estes são de�nidos como
sistemas tão grandes que podem perder ou ganhar calor sem alteração de
sua temperatura e de variáveis termodinâmicas como volume e número de
partículas. Um reservatório térmico só interage termicamente com outros
sistemas. Trocas de energia com um reservatório envolvem apenas trans-
ferências de calor, sem realização de trabalho. Se o trabalho W é nulo, a
primeira lei da termodinâmica nos permite a�rmar que a variação da energia
deve-se somente à troca de calor Q:

∆U = Q−W,

W = 0 =⇒ ∆U = Q.

Então, a variação da entropia em um reservatório térmico pode ser escrita
como

∆S =
Q

T
, (2.3)

Deve-se notar que, como a temperatura do reservatório é constante, a
expressão (2.3) pode ser utilizada para qualquer valor de Q, não apenas para
pequenas trocas de calor.

A de�nição termodinâmica nos permite caracterizar altas e baixas tempe-
raturas da seguinte maneira. Para uma mesma variação de energia, teremos:

• pequenas variações de entropia em altas temperaturas;

• grandes variações de entropia em baixas temperaturas.
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Como veremos, essa caracterização facilita muito a aplicação da segunda lei
a uma variedade de sistemas.

2.1.3 Da De�nição ao Conceito de Temperatura

Apresentamos a de�nição termodinâmica de temperatura com o argumento
que esta seria mais abrangente que as de�nições usuais como �a coisa que é
igual quando dois objetos estão em equilíbrio térmico� ou �a grandeza que
indica a tendência de um corpo dar espontaneamente energia a outro�. Entre-
tanto, essas propriedades são importantes e representam conceitualmente a
temperatura. Nesta seção, queremos mostrar que a de�nição termodinâmica
leva naturalmente a essas características. Mais precisamente, queremos usar
a de�nição termodinâmica para mostrar que as temperaturas de dois corpos
são iguais no equilíbrio térmico e que, quando há contato térmico entre dois
corpos com temperaturas diferentes, o calor é transferido do corpo de maior
temperatura para o de menor temperatura. Um produto da discussão nesta
seção será o enunciado de Clausius para a segunda lei da termodinâmica.

Começaremos pela questão do �uxo de calor. Vamos considerar um sis-
tema isolado composto por dois objetos (1 e 2) em contato térmico. Por
simplicidade vamos supor também que esses objetos são reservatórios tér-
micos, que a temperatura de 1 é maior que a de 2 (T1 > T2) e que uma
quantidade positiva de calor Q passa de 1 para 2. Vimos ao �nal da seção
2.1.2 que, como a temperatura do objeto 1 é �alta�, a perda de uma energia Q
gera uma �pequena� diminuição na entropia. Por outro lado, o ganho dessa
energia Q pelo corpo 2, de temperatura �baixa�, gera uma �grande� variação
na entropia. Assim, a entropia total do sistema aumenta e esse processo está
de acordo com a segunda lei da termodinâmica. A �gura 2.2 descreve esse
processo.

Reproduzindo esse argumento matematicamente, teríamos que a variação
da entropia do objeto 1 seria

∆S1 = −Q
T1

onde o sinal de menos, que indica que a entropia diminuiu, vem do fato desse
corpo perder energia (∆U1 = −Q). Da mesma forma, a entropia do corpo 2
varia de

∆S2 =
Q

T2
.

Essa variação é positiva pois o corpo ganha energia (∆U2 = Q). Como
T1 > T2,

Q

T1
<
Q

T2
.
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Figura 2.2: Sistema composto por dois objetos em contato térmico. A en-
tropia total do sistema aumenta quando o calor fui de um corpo quente para
um corpo frio.

Devido a essa desigualdade, a variação da entropia do sistema total, dada
por

∆STotal = ∆S1 + ∆S2 = −Q
T1

+
Q

T2
(2.4)

será positiva:
∆STotal > 0.

Assim, vemos que nossa de�nição de temperatura é consistente com o
fato de que o calor �ui do quente para o frio.

Consideremos agora o caso oposto, em que o corpo 2 perde uma quanti-
dade de calor positiva Q para o corpo 1, como mostrado na �gura 2.3. Como
o corpo 2 é �frio�, sua entropia diminui muito. Já a entropia do corpo 1
aumenta pouco, pois este é �quente�. Assim, a entropia total diminuiria se
calor passasse espontaneamente de um corpo frio para um quente. Portanto,
esse processo é impossível.

Matemáticamente, teremos

∆U1 = Q,

∆U2 = −Q,
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Figura 2.3: Sistema composto por dois objetos em contato térmico. A trans-
ferência espontânea de calor de um corpo frio para um corpo quente viola a
segunda lei da termodinâmica.

de forma que

∆S1 =
Q

T1
,

∆S2 = −Q
T2
.

Como ainda temos que T1 > T2, mantém-se a desigualdade

Q

T1
<
Q

T2
.

Dessa forma a variação da entropia do sistema total será

∆STotal = ∆S1 + ∆S2 =
Q

T1
− Q

T2

que é negativa,
∆STotal < 0,

um resultado incompatível com a segunda lei da termodinâmica, como já
vimos acima, pois a entropia de um sistema isolado não pode diminuir. Logo,
calor não passa espontaneamente de um corpo frio para um quente.
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A conclusão acima é, essencialmente, o enunciado de Clausius para a
segunda lei da termodinâmica:

�É impossível realizar um processo cujo único efeito seja transferir
calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente.�

Embora este enunciado tenha sido formulado empiricamente, vimos que
ele tem uma demonstração simples a partir da formulação entrópica da se-
gunda lei e da de�nição termodinâmica de temperatura.

Outro aspecto que a de�nição termodinâmica de temperatura deve con-
templar é a condição de equilíbrio térmico. Vamos considerar novamente um
sistema isolado formado por dois objetos, 1 e 2, de volumes constantes e em
contato térmico. Já vimos que, se T1 > T2, calor �uirá espontaneamente
de 1 para 2, aumentando a entropia do sistema total. Da mesma forma, se
se T2 > T1, calor �uirá espontaneamente de 2 para 1 e a entropia também
aumentará. Portanto, só haverá uma situação sem troca de calor, ou seja, de
equilíbrio, aquela em que T1 = T2. Assim, dois corpos estarão em equilíbrio
térmico se e somente se estiverem à mesma temperatura.

2.2 Máquinas Térmicas

Uma máquina térmica utiliza o calor fornecido por uma fonte térmica quente
para realizar trabalho. Como toda boa máquina ela deve operar em ciclos,
que podem ser repetidos inde�nidamente. Após cada um desses ciclos a má-
quina retorna ao seu estado (macroscópico) inicial. O estudo da e�ciência
dessas máquinas é um tema obviamente importante que, historicamente, está
na origem da segunda lei da termodinâmica. Veremos como o conceito esta-
tístico de entropia e a de�nição termodinâmica de temperatura facilitam a
compreensão do funcionamento das máquinas térmicas. Um produto dessa
discussão será mais um enunciado da segunda lei, proposto por Kelvin.

2.2.1 A Máquina Perfeita é Possível?

A primeira pergunta que poderíamos fazer sobre máquinas térmicas é se é
possível construir uma máquina �perfeita�, que opere sem desperdício trans-
formando todo o calor que recebe da fonte quente ao longo de um ciclo em
trabalho. Na �gura 2.4 temos a representação de uma dessas máquinas perfei-
tas. Nesse exemplo, o calor absorvido pela máquina é integralmente utilizado
para suspender uma carga. Em outras palavras, o trabalho realizado pelo
motor aumenta a energia potencial da massa erguida.

20



Módulo 2. Entropia e Temperatura

Figura 2.4: A máquina térmica �perfeita�. A fonte quente está à tempe-
ratura Tquente e cede calor a um motor responsável por erguer uma massa,
sob ação de gravidade, até uma altura h. Esse motor viola a segunda lei da
termodinâmica.

O rendimento (ou e�ciência) η de uma máquina térmica é de�nido pela
razão entre o trabalho realizadoW e o calor positivo Qquente recebido da fonte
quente pelo motor:

η =
W

Qquente

. (2.5)

Na máquina perfeita da �gura 2.4, o rendimento é η = 1, já que W =
Qquente. Isso signi�ca que 100% da energia �paga� (o calor Qquente retirado da
fonte) é utilizada para realizar o trabalhoW desejado � nada é desperdiçado.

Para saber se é possível construir essa máquina vamos analisar o que
acontece com a entropia. Sabemos que ∆Stotal ≥ 0 para um sistema isolado.
Não deve ser diferente para o sistema formado pela fonte quente, o motor
e a massa a ser levantada. A fonte quente é, por hipótese, um reservatório
térmico, e, portanto, a variação da entropia Squente da fonte quente, após um
ciclo do motor é

∆Squente = −Qquente

Tquente
,

onde Tquente é a temperatura da fonte.
A variação da entropia Smotor do motor é nula após um ciclo, pois os

estados inicial e �nal do motor são os mesmos:

∆Smotor = 0.

Para a massa que está sendo erguida, a mudança de altura não altera sua
entropia Smassa. A�nal, se a forma e a temperatura do corpo são mantidas,
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o número de maneiras de as partículas que o compõe se organizarem (a
multiplicidade do macroestado do corpo) não se altera devido à mudança de
altura. Se a multiplicidade é constante, não há variação de entropia e

∆Smassa = 0.

Então, para a entropia total do sistema teríamos

∆Stotal = ∆Squente + ∆Smotor + ∆Smassa = −Qquente

Tquente
,

ou seja,
∆Stotal < 0,

o que viola a segunda lei da termodinâmica. A máquina perfeita não pode
ser construída!

Este resultado coincide com o enunciado da segunda lei da termodinâmica
proposto por Kelvin:

�É impossível realizar um processo cujo único efeito seja remo-
ver calor de um reservatório térmico e produzir uma quantidade
equivalente de trabalho.�

Se é impossível construir uma máquina térmica com rendimento 100%, so-
mos levados à próxima pergunta: que máquinas seriam possíveis? A resposta
será dada na próxima seção.

2.2.2 A Máquina Térmica Possível

A máquina perfeita viola a segunda lei da termodinâmica porque a variação
da entropia em um ciclo é negativa (∆Stotal < 0). Uma máquina térmica
possível deve ter variação de entropia maior ou igual a zero (∆Stotal ≥ 0).
Logo, o sistema deve ter pelo menos um elemento cuja entropia aumente.
Um reservatório térmico de baixa temperatura pode fazer isso, pois já vimos
que a pequenas temperaturas a entropia aumenta mais facilmente que a altas
temperaturas. Assim, se rejeitarmos parte do calor que retiramos da fonte
quente para o reservatório frio, podemos ter um aumento da entropia total
sem comprometer a capacidade de realizar algum trabalho. Essa máquina
está representada na �gura 2.5.

Vamos chamar de Qquente ao calor (positivo) que o motor recebe da fonte
em um ciclo e Qfrio o calor (positivo) rejeitado para o reservatório frio. Pela
primeira lei da termodinâmica, o trabalho W realizado pelo motor durante
esse ciclo será

W = Qquente −Qfrio. (2.6)
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Figura 2.5: A máquina térmica possível. Parte do calor recebido da fonte
quente é rejeitado para o reservatório frio, de modo que ∆Stotal ≥ 0.

Como a máquina deve realizar algum trabalho, devemos ter W > 0 e, por-
tanto, Qquente > Qfrio. Mas, apenas isso não basta: devemos ter ∆Stotal ≥ 0.
A mudança da entropia do reservatório quente é

∆Squente = −Qquente

Tquente
,

e a do reservatório frio é

∆Sfrio =
Qfrio

Tfrio
,

onde Tquente e Tfrio são as temperaturas dos reservatórios. Já vimos que em
um ciclo a entropia do motor e da massa erguida não mudam, de modo que
a variação da entropia total do sistema é

∆STotal = ∆Squente + ∆Sfrio = −Qquente

Tquente
+
Qfrio

Tfrio
. (2.7)

Como ∆STotal ≥ 0, temos que

Qfrio

Tfrio
≥ Qquente

Tquente
, (2.8)

o que é equivalente a
Qfrio

Qquente

≥ Tfrio
Tquente

. (2.9)

Assim, uma máquina térmica que opere entre dois reservatórios de tem-
peraturas diferente pode ser construída desde que a condição imposta pela
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segunda lei da termodinâmica, expressa nas desigualdades (2.8) ou (2.9), seja
satisfeita.

Como uma máquina térmica necessariamente deve rejeitar uma parte do
calor recebido da fonte quente, seu rendimento sempre será inferior a 100%.
Para determinar o limite que a segunda lei impões ao rendimento de máquinas
reais, notemos, utilizando a equação (2.6), que η pode ser escrito como

η =
W

Qquente

=
Qquente −Qfrio

Qquente

= 1− Qfrio

Qquente

. (2.10)

O maior valor possível para esse rendimento será alcançado quando a razão
Qfrio/Qquente for a menor possível. Da desigualdade (2.9), vemos que isso
ocorre quando

Qfrio

Qquente

=
Tfrio
Tquente

. (2.11)

Portanto, o valor máximo para o rendimento é

ηmax = 1− Tfrio
Tquente

, (2.12)

ou seja, para qualquer máquina térmica,

η ≤ 1− Tfrio
Tquente

. (2.13)

2.2.3 A Máquina de Carnot

Deve-se notar que a segunda lei da termodinâmica não determina qual será
o rendimento de uma dada máquina, isso dependerá de sua construção. Ela
apenas determina um limite que deve ser obedecido qualquer que seja o
mecanismo de operação da máquina. Entretanto, podemos dizer algo sobre
as máquinas que apresentam rendimento máximo (η = ηmax): elas devem
ser reversíveis. Para demonstrar isso, vemos que a condição de e�ciência
máxima, a equação (2.11), é equivalente a

Qfrio

Tfrio
=
Qquente

Tquente
, (2.14)

e portanto

∆STotal = −Qquente

Tquente
+
Qfrio

Tfrio
= 0, (2.15)

ou seja, essas máquinas são reversíveis.
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Além de serem as máquinas mais e�cientes possíveis, as máquinas re-
versíveis têm outra propriedade importante, seu rendimento depende apenas
das temperaturas entre as quais ela opera, não de seu seu mecanismo es-
pecí�co, desde que este seja reversível. Isso foi notado por Sadi Carnot em
1824 e as máquinas reversíveis operando entre dois reservatórios térmicos são
chamadas de máquinas de Carnot.

2.3 A Desigualdade de Clausius

A discussão sobre a variação de entropia numa troca de calor entre dois re-
servatórios térmicos, feita na Seção 2.1, nos mostrou que a de�nição termo-
dinâmica de temperatura implica no enunciado de Clausius para a segunda
lei da termodinâmica. Podemos também considerar o que ocorre quando a
troca de calor se dá entre um reservatório térmico R e um sistema termo-
dinâmico qualquer, como representado na �gura 2.6. O sistema em contato
térmico com o reservatório R não é necessariamente um outro reservatório
térmico, ou seja, ele pode passar por variações de temperatura e volume,
realizar trabalho, etc.

Figura 2.6: Um reservatório térmico a temperatura TR troca calor com um
sistema termodinâmico a temperatura T .

Vamos supor que o reservatório térmico tem temperatura TR e cede uma
quantidade de calor Q para o sistema termodinâmico, que está inicialmente
à temperatura T . A variação de entropia STotal do conjunto R+A é a soma
das variações das entropias do reservatório, SR, e do sistema, S,

∆STotal = ∆S + ∆SR .

Como a variação de entropia do reservatório térmico é dada por

∆SR = − Q

TR
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e entropia de um sistema isolado não pode diminuir (∆STotal ≥ 0), temos
que

∆S − Q

TR
≥ 0 .

Portanto, a variação da entropia do sistema deve ser tal que

∆S ≥ Q

TR
, (2.16)

um resultado conhecido como desigualdade de Clausius.
Se o processo de troca de calor for reversível, teremos ∆STotal = 0 e

∆S =
Q

TR
. (2.17)

Uma forma conveniente da equação (2.17) é obtida escrevendo-a em termos
da temperatura T do sistema. Para isso, notemos que uma troca de calor
reversível não tem um sentido preferencial e, portanto, a troca reversível não
pode ocorrer entre um corpo quente e outro mais frio. Isso signi�ca que o
reservatório e o sistema devem estar à mesma temperatura, ou seja, TR = T .†

Assim, em um processo reversível, a variação da entropia é dada por

∆S =
Q

T
, (2.18)

onde T é a temperatura do sistema. Como a temperatura deve manter-se
constante, igual a TR, a relação (2.18) só é válida para um processo reversível
isotérmico (ou se o calor Q for tão pequeno que a mudança de temperatura
pode ser ignorada).

Os resultados acima podem ser estendidos para processos em que a tem-
peratura não é constante. Vamos supor que o sistema termodinâmico troca
calor sucessivamente com n reservatórios térmicos R1, R2, . . . Rn, a tempera-
turas TR1 , TR2 , . . . TRn . Nesse caso a variação da entropia total é dada por

∆STotal = ∆S + ∆SR1 + ∆SR2 + · · ·+ ∆SRn

= ∆S +
n∑

i=1

∆SRi
,

(2.19)

†A demonstração de que TR = T deve ser feita com algum cuidado, pois se T for
exatamente igual a TR não haverá troca de calor e teremos Q = 0. Uma troca de calor
reversível corresponde, na verdade, ao caso limite em que a diferença de temperaturas é
muito pequena. Se no início do processo tivermos TR = T + ∆T e ao �nal a temperatura
do sistema for TR, é fácil mostrar que Q = C∆T e ∆STotal = C(∆T )2/T 2

R, onde C é
a capacidade térmica do sistema. Vemos que se ∆T → 0, ∆STotal tende a zero mais
rapidamente que Q, ou seja, o processo pode tornar-se praticamente reversível mesmo
para valores não nulos de Q.
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onde ∆SRi
é a variação da entropia do reservatório Ri, dada por

∆SRi
= − Qi

TRi

,

Qi sendo o calor cedido por Ri ao sistema. Como ∆STotal ≥ 0 temos

∆S −
n∑

i=1

Qi

TRi

≥ 0

e, �nalmente,

∆S ≥
n∑

i=1

Qi

TRi

, (2.20)

que generaliza a desigualdade (2.16) para o caso de múltiplas fontes térmicas
a diferentes temperaturas.

Se as n trocas de calor forem reversíveis teremos ∆STotal = 0 e a cada
troca a temperatura Ti do sistema deverá ser igual à do reservatório corres-
pondente, TRi

. Assim,

∆S =
n∑

i=1

Qi

Ti
. (2.21)

Como cada uma das n trocas reversíveis de calor é um processo isotérmico,
após interagir com um reservatório o sistema deve passar por uma transfor-
mação adiabática reversível que leve sua temperatura até aquela do próximo
reservatório.

Se o número de reservatórios tende a in�nito, com diferenças in�nitesimais
de temperatura de um reservatório para o seguinte, podemos reescrever as
somas nas equações (2.20) e (2.21) como integrais, obtendo

∆S ≥
∫ b

a

dQ

TR
. (2.22)

Para processos reversíveis,

∆S =

∫ b

a

dQ

T
, (2.23)

onde T é a temperatura do sistema, que varia continuamente. Nessas inte-
grais os limites a e b representam os estados inicial e �nal do sistema, ou seja,
∆S = Sb − Sa.

É importante lembrar que a quantidade in�nitesimal de calor dQ encon-
trada nas integrais (2.22) e (2.23) não é uma �diferencial exata�; ela não
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corresponde à variação de uma quantidade Q associada ao estado do sis-
tema. O calor absorvido durante uma transformação termodinâmica não é
determinado apenas pelos estados inicial e �nal do sistema, mas também pela
maneira como a transformação foi realizada � dizemos que o calor Q é uma
variável de processo, não uma função de estado. Para evitar confusão, algu-
mas vezes a �diferencial inexata� dQ é escrita como �Q ou δQ. Da mesma
forma, o trabalho in�nitesimal dW também é uma diferencial inexata e, por
isso, é às vezes representado por �W ou δW . Não utilizaremos essas notações
no presente texto.

A equação (2.23) é muito útil, pois nos permite obter a variação da en-
tropia de um sistema termodinâmico sem ter que calcular as multiplicidades
Ωa e Ωb dos macroestados a e b. É importante notar que o caminho utilizado
na integral (2.23) pode ser qualquer, desde que leve de a até b e seja reversí-
vel. Se estivermos estudando uma situação concreta, na qual o sistema passa
de a para b por um processo complicado e possivelmente irreversível, pode-
mos calcular ∆S utilizando na integração um caminho reversível simples que
conecte os mesmos estados a e b.

No caso de um processo cíclico, como nas máquinas térmicas, os estados
inicial e �nal do sistema coincidem e temos ∆S = 0. Com isso a equação
(2.22) torna-se ∮

dQ

TR
≤ 0 , (2.24)

onde a integral é realizado sobre um ciclo do sistema (o círculo no sinal
de integração representa isso). Essa é formulação usual da desigualdade de
Clausius, um pouco diferente mas equivalente àquela que introduzimos na
equação (2.16). Para ciclos reversíveis a desigualdade de Clausius torna-se
uma identidade: ∮

dQ

T
= 0 . (2.25)

2.4 Entropia de um Gás Ideal

Um gás ideal monoatômico é caracterizado pelas equações de estado

PV = nRT

e

U =
3

2
nRT .

Vamos usar essas equações para calcular a variação da entropia do gás entre
dois estados quaisquer. Para uma pequena mudança reversível de estado, a
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primeira lei da termodinâmica diz que

dQ = dU + PdV .

Com auxílio das equações de estado obtemos

dQ =
3

2
nRdT +

nRT

V
dV

e a variação da entropia é dada por

dS =
dQ

T
=

3

2
nR

dT

T
+ nR

dV

V
.

Em uma transformação qualquer de um estado a para um estado b, a mu-
dança da entropia do gás será então

∆S =
3

2
nR

∫ Tb

Ta

dT

T
+ nR

∫ Vb

Va

dV

V
.

Fazendo as integrações encontramos �nalmente

∆S =
3

2
nR ln

(
Tb
Ta

)
+ nR ln

(
Vb
Va

)
. (2.26)

A equação (2.26) pode ser utilizada para calcular ∆S em vários processos
de interesse, alguns dos quais estão discutidos abaixo.

• Processo isotérmico

Nesse caso Ta = Tb. Da equação (2.26) temos então que

∆S = nR ln

(
Vb
Va

)
.

Num processo isotérmico, PaVa = PbVb (a lei de Boyle). Com isso, em
termos das pressões a mudança na entropia pode ser escrita como

∆S = −nR ln

(
Pb

Pa

)
.

• Expansão livre

Esta é uma expansão adiabática irreversível (Vb > Va). Não há troca
de calor nem realização de trabalho (Q = W = 0), o que implica em
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∆U = 0 e, consequentemente, em Ta = Tb. Portanto a expansão livre
é um processo isotérmico e vale o resultado anterior:

∆S = nR ln

(
Vb
Va

)
.

Note, entretanto, que numa expansão livre o gás está isolado de seu
meio exterior e por isso sua entropia (e consequentemente seu volume)
só pode aumentar. Num processo isotérmico mais geral o gás pode
interagir com o ambiente (Q = W 6= 0) de modo que apenas a entropia
total do sistema gás/ambiente �ca impedida de diminuir. Nada proíbe
que a entropia do gás diminua (e seu volume também), desde que isso
seja compensado pelo aumento da entropia do meio externo.

• Processo isobárico

Num processo isobárico a pressão permanece constante e Vb/Va = Tb/Ta
(a lei de Charles). Com isso, a equação (2.26) torna-se

∆S =
5

2
nR ln

(
Vb
Va

)
=

5

2
nR ln

(
Tb
Ta

)
.

• Processo isovolumétrico

Num processo isovolumétrico (também chamado isocórico ou isomé-
trico) o volume do gás é mantido constante, ou seja, Vb = Va. Nesse
caso a equação (2.26) leva a

∆S =
3

2
nR ln

(
Tb
Ta

)
.

A volume constante temos que Pb/Pa = Tb/Ta (a lei de Gay-Lussac),
de modo que ∆S também pode ser escrito como

∆S =
3

2
nR ln

(
Pb

Pa

)
.

• Processo adiabático reversível

Num processo adiabático, dQ = 0. Se além de adiabático o processo
for reversível, a equação (2.23) implicará em

∆S = 0 .

Esse resultado não está restrito a gases ideais. Em qualquer sistema
termodinâmico um processo adiabático reversível é isentrópico, ou seja,
a entropia do sistema é conservada.
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MÓDULO 3

Entropia e Pressão

O estudo da relação entre entropia, energia e temperatura, feito no módulo
anterior, mostrou-se produtivo. Algo semelhante pode ser realizado com ou-
tras grandezas. Neste módulo, discutiremos a relação que há entre entropia,
volume e pressão.

3.1 O Conceito de Pressão

O conceito usual de pressão (p) é que esta grandeza é dada pela razão entre
a força F e a área A sobre a qual esta atua:

p =
F

A
. (3.1)

A partir dessa relação entre pressão e força, podemos determinar condi-
ções de equilíbrio mecânico para sistemas envolvendo �uidos. Dois resultados,
análogos aos que tratamos no caso da temperatura, são importantes:

• Na ausência de outras forças (gravitacional, etc.), a pressão em um
�uido será constante se este estiver em equilíbrio mecânico.

• Um corpo imerso em um �uido será empurrado por este na direção da
maior para a menor pressão.

Na próxima seção, mostraremos como a pressão pode ser calculada a par-
tir de quantidades termodinâmicas como entropia e volume, o que simpli�ca
a análise de problemas de física térmica que envolvem o equilíbrio mecânico.
A compatibilidade dessa de�nição termodinâmica com o conceito usual de
pressão será demonstrado em seguida.
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3.2 A De�nição Termodinâmica de Pressão

Já vimos que a entropia pode ser função da energia U , do volume V e do
número de partículasN , S = S(U, V,N). Vamos supor, agora, que a energia e
o número de partículas estão �xos. Nesse caso, podemos pensar na entropia
como uma função apenas do volume, S = S(V ). O grá�co na �gura 3.1
mostra uma relação típica entre a entropia e o volume.

Figura 3.1: Grá�co da entropia (S) em função do volume (V ) de um sistema
termodinâmico. A pressão é dada pela inclinação da curva e pela tempera-
tura: p/T = ∆S/∆V .

A de�nição termodinâmica da pressão p é

p

T
=

∆S

∆V
, (3.2)

onde ∆V é uma pequena variação do volume e ∆S a mudança correspondente
na entropia. De forma mais direta,

p = T
∆S

∆V
. (3.3)

A presença da temperatura na de�nição da pressão será justi�cada mais
à frente, mas é fácil constatar a sua necessidade por razões puramente di-
mensionais: a razão entre entropia e volume não tem dimensão de pressão, e
sim de pressão dividida por temperatura.

A de�nição termodinâmica de pressão mostra uma propriedade desta
grandeza que não é percebida em abordagens puramente mecânicas. Manti-
dos contantes U e N , para uma mesma variação de volume teremos:

• pequena variação de entropia se a pressão for baixa;

• grande variação de entropia se a pressão for alta.
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3.3 Da De�nição ao Conceito Pressão

Para entender como a de�nição termodinâmica é coerente com a noção usual
de pressão, vamos considerar uma caixa preenchida com gás e dividida em
duas partes por um pistão diatérmico, que permite troca de calor. As tem-
peraturas das duas partes são iguais (T1 = T2) e, inicialmente o pistão está
�xo através de uma trava. A pressão p1 do gás contida na parte esquerda
da caixa (compartimento 1) é um pouco maior que a pressão p2 na porção
direita (compartimento 2). Essa con�guração está ilustrada no lado esquerdo
da �gura 3.2.

Figura 3.2: À esquerda, sistema composto por dois gases a diferentes pressões
separados por um pistão inicialmente travado. À direita, sistema com o pistão
destravado. A variação de volume na parte 1 é ∆V e na parte 2 é −∆V .

Se permitirmos que o pistão se mova livremente, soltando a trava, os volu-
mes V1 e V2, dos respectivos compartimentos 1 e 2, podem sofrer alteração. Se
o volume do compartimento 1 aumentar (∆V1 = ∆V > 0), o compartimento
2 sofrerá uma redução de volume (∆V2 = −∆V ).

Vamos agora usar a segunda lei da termodinâmica para veri�car se essa
variação de volume é possível. A entropia da parte 1 da caixa sofre uma
variação dada pela equação (3.2),

∆S1 =
p1∆V

T
,

e, da mesma forma, para a parte 2 temos

∆S2 = −p2∆V
T

.

A variação da entropia total do sistema será, então,

∆STotal =
p1∆V

T
− p2∆V

T
.
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Como p1 > p2 a entropia aumenta, ∆STotal > 0, e esse processo ocorre es-
pontaneamente. Portanto o pistão foi empurrado pelo lado de maior pressão
no sentido do de menor pressão. Esse é o comportamentos que esperamos a
partir da noção usual de pressão. O deslocamento em sentido contrário ao da
redução da pressão (∆V < 0) é proibido pela segunda lei da termodinâmica,
pois acarretaria uma diminuição da entropia, ∆STotal < 0.

A condição de equilíbrio mecânico também é facilmente obtida. Se p1 >
p2, já vimos que o pistão move-se para a direita (de 1 para 2). Da mesma
forma, se p1 < p2, ele irá mover-se para a esquerda. Portanto, o equilíbrio
ocorre se e somente se p1 = p2, como esperado.

3.4 Pressão no Gás Ideal

Além de explicar a seta do tempo, fundamentar a segunda lei da termodi-
nâmica e ampliar os conceitos de temperatura e pressão, a abordagem es-
tatística da entropia também nos permite calcular a equação de estado de
alguns sistemas simples. Agora faremos um primeiro estudo sobre o caso do
gás ideal.

Durante a introdução do conceito estatístico de entropia, que realizamos
no módulo I, analisamos um sistema de partículas pontuais (um �gás ideal�)
contido num recipiente dividido em duas partes iguais que se comunicam.
Vamos considerar que cada uma dessas partes possui um volume V0, gerando
um volume total V = 2V0. No modelo que desenvolvemos, cada partícula
teria apenas duas possíveis �posições� (lado esquerdo ou direito do recipiente).
Considerando N partículas, teremos 2N maneiras diferentes de organizar esse
sistema (duas opções para cada partícula). A multiplicidade de microestados
é portanto Ω = 2N .

Se aumentarmos o volume total para V = 3V0, criando uma nova divisão
idêntica às outras duas que já existiam, teremos 3 regiões possíveis e equi-
prováveis para cada partícula. Para um número N de partículas, teremos 3N

maneiras diferentes de organizar o sistema (três opções para cada partícula).
A multiplicidade de microestados nesse caso é Ω = 3N . Esses dois recipientes
estão ilustrados na �gura 3.3.

Por �m, se o volume total for V = k × V0, com K divisões virtuais de
volume V0 cada, teremos K posições possíveis para cada partícula. Ou seja,
para um número N de partículas, existirão KN maneiras diferentes dessas
partículas se organizarem no sistema e a multiplicidade será Ω = KN . Como
K é o volume V em unidades de V0, é conveniente escrever a multiplicidade
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V = 2V0 V = 3V0

Figura 3.3: O recipiente do gás, com duas e três unidades de volume V0.

como

Ω(V ) =

(
Vtotal
V0

)N

. (3.4)

Com isso obtemos que a entropia S(V ) = k ln Ω(V ) é

S(V ) = Nk lnV + C, (3.5)

onde C é uma constante, dada por −Nk lnV0 mais termos que dependem das
quantidades que estamos considerando �xas, como a energia U e o número
de partículas N .

Usando a de�nição termodinâmica de pressão,

p

T
=

∆S

∆V
,

e a entropia dada pela equação (3.5), encontramos que

p

T
=

S(V + ∆V )− S(V )

∆V

= Nk
ln(V + ∆V )− lnV

∆V

= Nk
ln(1 + ∆V/V )

∆V
.

Esse resultado pode ser simpli�cado se lembrarmos que ∆V deve ser muito
pequeno, ∆V � V , de modo que podemos usar a aproximação

ln(1 + x) ≈ x, (3.6)

válida para x pequeno (como pode ser observado na tabela 3.1). Com isso
obtemos

p

T
= Nk

1

V
, (3.7)

que pode ser �nalmente escrito como a equação de Clapeyron

pV = NkT. (3.8)
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Substituindo Nk pelo produto entre o número de moles n e a constante dos
gases ideais R, obtemos a forma usual da equação de Clapeyron:

pV = nRT. (3.9)

x ln(1 + x)
0,001 0,0009995
0,002 0,0019980
0,003 0,0029955
0,01 0,00995
0,02 0,01980
0,03 0,02956
0,1 0,0953
0,2 0,1823
0,3 0,2623

Tabela 3.1: Valores de ln(1 + x) para x pequeno: ln(1 + x) ≈ x.

É interessante notar que a equação de Clapeyron resulta apenas do fato
da entropia aumentar (de forma logarítmica) com o volume. Em outras
palavras, a pressão em um gás ideal é um efeito entrópico. A pressão, que
tenta aumentar o volume, re�ete a tendência do sistema em ir para estados
de maior entropia.

3.5 A Identidade Termodinâmica

Até aqui exploramos dois resultados importantes, que relacionam os conceitos
de temperatura e pressão à entropia. No entanto, até agora, a aplicação
desses resultados foi voltada a processos nos quais o volume ou a energia
interna permaneciam constantes. No primeiro caso, com volume constante,
aplicamos a equação da de�nição termodinâmica da temperatura:

1

T
=

∆S

∆U
. (3.10)

Já com a energia interna constante, aplicarmos a de�nição termodinâmica
de pressão:

p

T
=

∆S

∆V
. (3.11)

Como tratar um sistema que possui energia e volume variáveis (supondo que
o número de partículas continua �xo)? Para compreender como combinar as
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equações (3.10) e (3.11), vamos considerar um sistema que sofre pequenas
variações do volume (∆V ) e da energia interna (∆U), concomitantemente.
A variação da entropia pode ser dividida em duas etapas. Na primeira, a
energia interna varia, enquanto o volume permanece constante. Em seguida,
consideramos a variação de volume com energia interna �xa. A variação de
entropia será a soma das variações em cada etapa

∆S = (∆S)V + (∆S)U , (3.12)

onde os índices V e U referem-se a transformações com volume e energia
constante. Usando as equações (3.10) e (3.11) encontramos

∆S =
∆U

T
+
p∆V

T
,

que pode ser escrita como

∆U = T∆S − p∆V, (3.13)

uma equação conhecida como identidade termodinâmica.
Num processo reversível, já vimos (equação 2.18) que

Qrev = T∆S, (3.14)

onde escrevemos o calor trocado como Qrev para enfatizar a reversibilidade
da troca. Com esse resultado, podemos comparar a primeira lei da termo-
dinâmica, ∆U = Q −W , à identidade termodinâmica (3.13) e obter que o
trabalho realizado num processo reversível é

Wrev = p∆V. (3.15)

É interessante notar que, sem a introdução da temperatura no denomi-
nador da de�nição de pressão (3.2), a expressão para o trabalho não seria
Wrev = p∆V . Esta é uma justi�cativa mais sólida que o argumento dimen-
sional para a introdução desse denominador.
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Equações de Estado

O conhecimento sobre entropia permite obter equações de estado de alguns
sistemas. Neste módulo, aprofundaremos nosso estudo sobre o gás ideal e
apresentaremos um modelo de �ta elástica. Para o gás ideal, vamos estudar
como a entropia depende da energia interna do gás e, em seguida, vamos
discutir como se pode obter a energia cinética média das partículas de um
gás monoatômico ideal. Notaremos que a obtenção de equação de estado
nesse caso se dá de forma similar ao desenvolvimento feito no módulo II.
Dessa forma, estudaremos a equação de estado do sistema que chamaremos
de "borracha ideal".

4.1 Gás Ideal: Entropia e Energia

Vamos agora analisar como a multiplicidade depende da energia interna de
um gás ideal. Em um gás monoatômico, a energia interna é dada pela soma
das energias cinéticas de cada partícula. Imaginemos, para começar, que o
gás tem energia U e uma única partícula, restrita a mover-se apenas em uma
dimensão (o eixo x). Numa situação como essa,

U =
1

2
mv2

e, portanto,

v = ±
√

2U

m
.

Então, há 2 valores de velocidade para essa energia (um valor positivo e outro
negativo) e a multiplicidade de estados não depende de U :

Ω ∝ U0
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A partícula sobre um eixo tem um grau de liberdade. Com dois graus
de liberdade a partícula poderá se movimentar em duas dimensões (o plano
xy), e haverá in�nitos vetores velocidade associados à mesma energia U ,
respeitando a condição

v2 = v2x + v2y =
2U

m
,

que é a equação da circunferência de raio

R =

√
2U

m
(4.1)

mostrada na �gura 4.1.

Figura 4.1: Circunferência formada pelos vetores velocidade em um sistema
com dois graus de liberdade.

A multiplicidade dos estados de energia U (o �número� de vetores ve-
locidade compatíveis com essa energia) será proporcional ao perímetro da
circunferência,

Ω ∝ 2πR ∝
√

2U

m
,

ou seja, dependerá da energia como

Ω ∝ U1/2.

Em três dimensões a partícula terá três graus de liberdade e as velocidades
possíveis devem obedecer à condição

v2 = v2x + v2y + v2z =
2U

m
,
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a equação de uma esfera com o mesmo raio R da equação (4.1). Essa esfera
está mostrada na �gura 4.2.

Figura 4.2: Esfera formada pelos vetores velocidade em um sistema com três
graus de liberdade.

Nesse caso, a multiplicidade será proporcional à área da superfície da
esfera,

Ω ∝ 4πR2

ou seja, dependerá da energia como

Ω ∝ U.

Notamos que, a cada grau de liberdade acrescentado ao sistema, a mul-
tiplicidade é multiplicada por U1/2. Com quatro graus de liberdade � por
exemplo, duas partículas movendo-se num plano � a multiplicidade será

Ω ∝ U × U1/2 = U3/2.

De maneira geral, num sistema com f graus de liberdade, a multiplicidade
será então

Ω ∝ U (f−1)/2.

Em um gás monoatômico, cada partícula tem três graus de liberdade.
Assim, para N partículas temos f = 3N e a multiplicidade será

Ω ∝ U (3N−1)/2.

Em um gás temos N � 1 , de modo que 3N − 1 ≈ 3N e, �nalmente,
podemos escrever que

Ω(U) ∝ U3N/2. (4.2)
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Com isso obtemos a entropia S(U) = k ln Ω(U):

S(U) =
3

2
Nk lnU + C, (4.3)

onde C é uma constante, ou melhor, uma função das quantidades que estamos
tomando como �xas (V e N) e da unidade de medida da energia.

Usando a de�nição termodinâmica de temperatura,

1

T
=

∆S

∆U
,

e a entropia dada pela equação (4.3), encontramos que

1

T
=

S(U + ∆U)− S(U)

∆U

=
3

2
Nk

ln(U + ∆U)− lnU

∆U

=
3

2
Nk

ln(1 + ∆U/U)

∆U
.

Utilizando a mesma aproximação empregada no cálculo da pressão, ln(1+
x) ≈ x, obtemos

1

T
=

3

2
Nk

1

U
, (4.4)

de onde obtemos a relação entre a energia e a temperatura de um gás ideal:

U =
3

2
NkT. (4.5)

A energia cinética média das moléculas será < Ecin >= U/N , o que leva a

< Ecin >=
3

2
kT, (4.6)

uma expressão que justi�ca a associação usual entre temperatura e agitação
térmica que discutimos no módulo II.

4.2 Borracha Ideal: Entropia e Comprimento

Vimos que, para um gás ideal, podemos calcular como a entropia depende
do volume e da energia. Com isso, obtivemos a equação de estado desse gás.
É possível fazer o mesmo com outros sistemas simples. Agora estudaremos
uma �ta elástica, usando um modelo no qual a entropia estatística pode ser
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facilmente calculada. Como resultado obteremos força elástica exercida pela
�ta e a lei de Hooke.

A borracha é constituída de moléculas muito longas, em forma de cadeia.
Para simpli�car, vamos considerar apenas uma cadeia com N elementos (cha-
mados monômeros). Cada monômero será descrito como uma barra rígida
de comprimento a, com somente dois estados possíveis, apontando para a
direita ou para a esquerda, como ilustrado pela �gura 4.3. Chamaremos esse
modelo de borracha ideal.

Figura 4.3: Modelo de borracha ideal

Nesse modelo, ND monômeros apontam para a direita e NE para a es-
querda. O número total N de elementos e o comprimento total L da �ta
elástica são dados respectivamente por:

N = ND +NE, (4.7)

L = (ND −NE)a. (4.8)

Resolvendo essas equações obtemos

ND =
N

2

(
1 +

L

Na

)
(4.9)

NE =
N

2

(
1− L

Na

)
. (4.10)

Vamos supor que L ≥ 0, de modo que ND ≥ NE. O comprimento máximo
da �ta (ND = N , NE = 0) é

Lmax = Na. (4.11)

Há várias maneiras microscópicas de formar uma �ta de comprimento
L. A multiplicidade desses microestados pode ser calculada por uma análise
combinatória semelhante à utilizada no módulo I. O resultado é

Ω(L) =
N !

ND!NE!
, (4.12)
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de onde podemos calcular a entropia da �ta:

S(L) = k ln Ω(L). (4.13)

A força elástica exercida pela �ta pode ser calculada pela expressão

f

T
=

∆S(L)

∆L
, (4.14)

análoga à de�nição termodinâmica de pressão se �zermos a equivalência

f ↔ p, L↔ V.

A �gura 4.4 compara comportamentos típicos da entropia como função do
volume, em um gás ideal, e do comprimento, em uma borracha ideal. A
entropia da borracha diminui à medida que o comprimento aumenta, já que
há cada vez menos con�gurações microscópicas capazes de produzir grandes
comprimentos (por exemplo, Ω(Lmax) = 1).

(a) S × V (b) S × L

Figura 4.4: (a) Entropia em função do volume para um gás ideal. (b) Entro-
pia em função do comprimento para uma borracha ideal.

Para calcular a força f precisamos encontrar a variação ∆S correspon-
dente a um pequeno ∆L. O menor deslocamento que podemos ter é ∆L = 2a,
como mostrado na �gura 4.5. O deslocamento L → L + 2a corresponde a
ND → ND + 1 e NE → NE − 1, de modo que a multiplicidade muda para

Ω(L) =
N !

ND!NE!
−→ Ω(L+ 2a) =

N !

(ND + 1)!(NE − 1)!
.

Usando as propriedades do fatorial, é fácil mostrar que a razão entre essas
multiplicidades é

Ω(L+ 2a)

Ω(L)
=

NE

ND + 1
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Figura 4.5: Variação mínima de comprimento na borracha ideal.

Como ND é muito grande, podemos escrever que

Ω(L+ 2a)

Ω(L)
=
NE

ND

=
1− L/Lmax

1 + L/Lmax

. (4.15)

onde o último resultado foi obtido com auxílio das equações (4.9), (4.10) e
(4.11). A variação de entropia correspondente ao deslocamento ∆L = 2a é,
então,

∆S = k ln Ω(L+ 2a)− k ln Ω(L) = k ln

(
Ω(L+ 2a)

Ω(L)

)
,

que, com a equação (4.15), pode ser escrita como

∆S = k ln

(
1− L/Lmax

1 + L/Lmax

)
.

Logo, força elástica será

f =
kT

2a
ln

(
1− L/Lmax

1 + L/Lmax

)
. (4.16)

Para pequenos comprimentos L� Lmax podemos usar a aproximação ln(1+
x) ≈ x e obter

f =
kT

2a
ln(1− L/Lmax)− kT

2a
ln(1 + L/Lmax) ≈ kT

2a
(−2L/Lmax).

Com isso obtemos a lei de Hooke:

f = − kT

Na2
L = −κL, (4.17)

onde κ é a �constante elástica�.
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É interessante notar que a constante elástica da borracha aumenta com
a temperatura. Portanto, ao esquentarmos uma �ta elástica esticada ela
tenderá a se contrair. Esse comportamento é surpreendente, pois é muito
diferente da dilatação térmica encontrada em sólidos e da expansão de um
gás aquecido.
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