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MODULO 1

A Seta do Tempo

A origem da segunda lei da termodinamica esteve relacionada ao estudo das
maquinas térmicas. No entanto, essa lei possui aplicacao muito mais ampla
do que problemas de engenharia. Veremos a seguir como a segunda lei da
termodinamica e uma grandeza chamada entropia estao relacionados a “seta
do tempo”, a ideia de que o fluxo do tempo nao pode ser revertido.

1.1 Irreversibilidade e a Seta do Tempo

A cada dia que passa ficamos um pouco mais velhos. Nunca voltamos ao
passado para repetir exatamente um dia que ja vivemos. Sabemos que o
tempo segue um sentido, ele sempre vai do passado para o futuro. Mas, por
que isso ocorre? Quais leis da fisica explicam essa “propriedade” do tempo?
Ha alguma explicacao para isso?

A figura 1.1 é uma fotografia estroboscoépica. Olhando para a imagem,
qualquer pessoa pode identificar a sequéncia cronolégica do movimento. Sa-
bemos intuitivamente que o movimento se inicia no trampolim e termina na
piscina; é altamente improvavel que nessa sequéncia de imagens a pessoa
tenha saido da agua e finalizado seu movimento em pé sobre o trampolim.

Muitos fenémenos do nosso dia a dia nos permitem reconhecer facilmente
o sentido da passagem do tempo. Esse feno6menos sao chamados de irrever-
stveis. Através deles somos capazes de perceber que do presente seguiremos
para o futuro e nao para o passado. Se nao fosse assim, pipoca viraria milho
e galinhas virariam pintinhos. O tempo segue um sentido tnico, do passado
para o futuro. Sendo a irreversibilidade um aspecto tao geral do nosso dia
a dia, seria de se esperar que existisse uma lei fundamental da fisica, valida
para qualquer tipo de sistema, que explicasse isso. Entretanto, as leis fisicas
mais fundamentais, aquelas que descrevem as interacoes entre as particulas
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Figura 1.1: Imagem estroboscopica de um salto de trampolim.

e campos que conhecemos, nao distinguem passado de futuro.

Tomemos como exemplo o movimento de um planeta em torno de uma
estrela, que é bem descrito pelas leis de Newton da mecanica e gravitacao uni-
versal. Considerando o planeta e a estrela como particulas, nao ha nenhum
sentido privilegiado para a passagem do tempo. Uma foto estroboscopica da
orbita do planeta nao permitiria identificar o sentido da rotacao deste em
torno da estrela.

Podemos pensar também na colisao elastica de dois atomos. Se pudés-
semos filmar essa colisao e passissemos o filme de tras para frente, ainda
assim a cena faria sentido, sem nenhuma estranheza que permitisse identi-
ficar a troca. Entretanto, quando um copo de vidro quebra apoOs cair no
chao a natureza irreversivel desse processo fica evidente, embora ele seja o
resultado de colisoes atomicas em principio reversiveis. Mesmo a primeira
lei da termodinamica nao ajuda nesse caso. Podemos nos basear no princi-
pio da conservacao de energia para afirmar que ao longo da queda o copo
perdeu energia potencial gravitacional e ganhou energia cinética até que, no
impacto, essa energia cinética foi convertida em energia dos fragmentos e
corpos vizinhos. Nao ha& nada na primeira lei que impeca esses processos
de ocorrerem no sentido contrario, desde que a energia seja conservada. A
lei nao contempla a dificuldade de se juntar os cacos de vidro e torné-los
novamente copo sobre a pia.

A seta do tempo coloca, portanto, duas questoes que devem ser respon-
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didas:
e Por que os fendmenos a nossa volta sao irreversiveis?

e Porque essa irreversibilidade nao aparece em sistemas “pequenos” (com
poucas particulas)?

Para entender melhor essas questoes é preciso conhecer os conceitos de
microestado, macroestado e multiplicidade, que serao apresentados nas pro-
ximas secoes.

1.2 Macroestado e Microestado: Jogo de Da-
dos

Os conceitos de microestado e macroestado estao relacionados com a dife-
renciacao ou nao cada elemento que compoe um sistema. Para compreender
de forma mais simples o significado de microestado e macroestado, vamos
considerar o lancamento de dois dados de seis lados.

Para um tnico dado temos seis resultados possiveis e igualmente prova-
veis, considerando que os dados nao sao viciados. Somando os resultados dos
dois dados, teremos 11 valores possiveis, de 2 a 12. Entretanto, esses valores
nao sao equiprovaveis. A figura 1.2 mostra isso; alguns resultados sao mais
facilmente obtidos do que outros, pois existem mais formas de se chegar a
eles. Por exemplo, existem 6 diferentes maneiras da soma resultar em 7 e
apenas uma maneira desse resultado ser 12.
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Figura 1.2: Possiveis resultados de jogo com dois dados. Os pares de dados
representam microestados e os niimeros (somas) sao os macroestados.
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Temos entdo 36 (6 x 6) maneiras diferentes dos dois dados cairem, ilus-
tradas pelos pares mostrados na figura 1.2. Cada uma dessas maneiras re-
presenta o que chamaremos de um microestado, ou seja, a descricao mais
detalhada possivel do resultado de um lancamento dos dois dados: qual o
resultado do primeiro dado e qual o do segundo dado. No jogo de dados nor-
malmente nao estamos interessados no resultado individual de cada dado, s6
precisamos conhecer a soma deles. Nesse caso, o valor da soma especifica o
macroestado do sistema. Por exemplo, o macroestado correspondente ao va-
lor 10 da soma pode ser obtido com trés microestados diferentes: 6 e 4, 5 e 5,
e 4 e 6 (veja a coluna 10 na figura 1.2). Note que a descri¢ao do microestado
envolve a identificacao do primeiro e segundo dados: 6 e 4 é um microestado
diferente de 4 e 6.

Uma representacao equivalente a da figura 1.2 est4 mostrada na figura 1.3
(esta representagao parece ser a preferida pelos professores de matemaética).
A figura mostra os 36 microestados possiveis e equiprovaveis, etiquetados pelo
macroestado correspondente. Vemos novamente que alguns macroestados
aparecem mais frequentemente do que outros. Por exemplo, o macroestado
correspondente a soma 10 aparece 3 vezes, com ja vimos.
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Figura 1.3: Possiveis resultados de jogo com dois dados. Cada quadro iden-
tifica um microestado, etiquetado pelo macroestado correspondente. As trés
maneiras diferentes de se obter soma igual a 10 estao destacadas.

Num sistema fisico mais tipico, como um objeto macroscopico composto
por muitas particulas, o microestado especificaria a posicao e velocidade de
cada particula individualmente. J4 o macroestado seria dado pelo volume,
temperatura e outras grandezas macroscopicas necessarias para descrever a
situacao desse objeto.
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1.3 Cara ou Coroa?

Microestados e macroestados também aparecem num jogo de cara ou coroa.
Se a moeda nao é viciada, ao joga-la teremos iguais probabilidades de obter
cara ou coroa (50% de chance para cada um dos resultados, desprezando a
possibilidade de a moeda equilibrar-se na posigao vertical). Podemos dizer
que a moeda é um sistema de dois estados (cara ou coroa) e que eles sdo
igualmente provaveis. Da mesma forma, se utilizarmos uma segunda moeda,
esta também terd dois estados equiprovéaveis (cara ou coroa). Jogando as
duas moedas teremos quatro resultados possiveis: cara e cara, cara e coroa,
coroa e cara, coroa e coroa. Como esses resultados sao igualmente provaveis,
teremos uma probabilidade de 25% para cada um deles, como apresentado
na tabela 1.1.

Moeda 1 | Moeda 2 | Probabilidade
Cara Cara 1/4
Cara Coroa 1/4

Coroa Cara 1/4
Coroa Coroa 1/4

Tabela 1.1: Resultados de cara ou coroa jogado com duas moedas: as quatro
configuragoes sao igualmente provaveis.

Os microestados do sistema de duas moedas sao as quatro configuracoes
mencionadas acima e mostradas na tabela 1.1. Conhecendo o microestado
sabemos qual é a face visivel de cada uma das moedas. Mas, vamos supor que
nao nos interessa ter uma descricao tao detalhada das moedas e que precisa-
mos saber apenas quantas delas deram coroa. Nesse caso, teriamos apenas
trés resultados possiveis para uma jogada: nenhuma coroa, uma coroa e duas
coroas. Hsses sao os nossos macroestados, e eles nao seriam equiprovaveis.
A probabilidade de obter duas coroas é 25%, pois a esse macroestado so
corresponde um microestado dos quatro possiveis. Pelo mesmo raciocinio, a
probabilidade do resultado ser nenhuma coroa (ou seja, duas caras) também
é 25%. Ja a probabilidade de encontrar apenas uma coroa é 50%, pois a esse
macroestado correspondem dois microestados (cara e coroa, coroa e cara). A
tabela 1.2 mostra os macroestados e suas respectivas probabilidades.
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Macroestado Probabilidade
Nenhuma coroa 1/4

Uma coroa 1/44+1/4=1/2

Duas coroas 1/4

Tabela 1.2: Resultados de cara ou coroa com duas moedas, num jogo em que
apenas o nimero de coroas é relevante. As probabilidades dos resultados (os
macroestados) nao sao iguais.

1.4 Multiplicidade

Quando discutimos o jogo de dados, vimos que é mais provavel encontrar
a soma igual a 7 do que 12. A explicacdo para isso foi a de que existem
seis maneiras diferentes de se obter a soma 7 e apenas uma forma de se
chegar a 12. Encontramos algo semelhante no jogo de cara e coroa com
duas moedas. E mais provavel encontrar uma coroa do que nenhuma porque
existem duas maneiras de se chegar ao primeiro resultado e apenas uma de
se obter o segundo. Nos dois exemplos é facil perceber que probabilidade
de se encontrar um determinado macroestado é proporcional ao nimero de
microestados que podem ser associados a esse macroestado. A esse nimero de
microestados chamamos de multiplicidade do macroestado. Representaremos
a multiplicidade pela letra grega ).

Falar em duas moedas, ou dois dados, para introduzir as ideias de micro-
estado, macroestado e multiplicidade pode ser conveniente, mas esses nao sao
sistemas fisicos muito interessantes. Entretanto, eles fornecem uma base para
a discussao de sistemas mais importantes do ponto de vista termodinamico.

Dando um passo nesse sentido vamos estudar um modelo simplificado de
gas ideal. Vamos considerar um sistema de particulas de dimensoes despre-
ziveis no interior de um recipiente que tem dois lados, “esquerdo” e “direito”,
de igual volume. A probabilidade de uma das particulas ser encontrada na
metade da direita desse recipiente é igual a probabilidade dela ser encontrada
no lado esquerdo. No modelo que discutiremos cada particula tem apenas
duas “posicoes”: esquerda ou direita. Iremos ignorar por enquanto a variacao
continua das posicoes e as velocidades que deveriam ser consideradas em uma
descricao mais realista. Nessa anélise cada particula se comporta como se
fosse uma moeda; em vez de cara ou coroa temos esquerda ou direita.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, um microestado desse gés é
determinado pela especificacao do lado do recipiente em que se encontra cada
particula, ou seja, pela descri¢do mais detalhada possivel (dentro do modelo)
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da configuracao do sistema. Ja o macroestado serd dado pelo nimero de
particulas que estd de cada lado, uma descricao menos detalhada do que a
de um microestado porém mais 1til do ponto de vista macroscopico.

Por exemplo, em um recipiente com apenas uma particula ha dois mi-
croestados igualmente provéaveis: particula do lado esquerdo ou particula do
lado direito. A figura 1.4 ilustra essas configuragoes. Note que nao ha uma
barreira fisica entre os dois lados do recipiente; na figura, a linha diviséria
marca apenas a fronteira entre as duas metades. Nesse caso (nao muito inte-
ressante do ponto de visto termodinamico), os macroestados coincidem com
os microestados e portando também sao equiprovaveis.

Figura 1.4: Microestados de uma tinica particula num recipiente. Nesse caso
os macroestados (se insistirmos em falar neles) coincidem com os microesta-

dos.

Microestados:
Macroestados:
O=1 0 =2 O=1

Figura 1.5: Microestados e macroestados de um sistema de duas particulas.
As multiplicidades ) dos macroestados estao indicadas.

Com duas particulas, temos uma situacdo um pouco mais interessante
que a anterior. Como no caso das duas moedas, temos quatro microestados
igualmente provaveis e trés macroestados que ocorrem com diferentes proba-
bilidades. As configuragoes correspondentes a esses microestados e macroes-
tados estao mostradas na figura 1.5. Acima de cado macroestado estao os

7
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microestados associados a ele. A figura 1.5 também mostra as multiplicida-
des dos macroestados, facilmente encontradas contando as “caixinhas” sobre
o cada um desses estados.

A multiplicidade do macroestado com uma particula de cada lado é 2 = 2,
enquanto a dos macroestados com as duas particulas do mesmo lado é €2 =
1.Por essa razao, nesse caso é duas vezes mais provavel encontrar as particulas
uniformemente distribuidas do que concentradas em um determinado lado.

No caso de quatro particulas, os microestados, macroestados e multipli-
cidades estao mostrados na figura 1.6. A situacio é semelhante a encontrada
com duas particulas, com uma diferenca importante: agora a multiplicidade
do macroestado em que as particulas estao uniformemente distribuidas é seis
vezes maior (ndo apenas duas vezes maior) que a do macroestado com todas
as particulas de um certo lado.

Microestados:
Macroestados:
Q=1 Q=4 Q=6 Q=4 Q=1

Figura 1.6: Microestados, macroestados e multiplicidades para um sistema
de quatro particulas.

Vimos nesses exemplos que a multiplicidade depende do nimero total de
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particulas e de quantas estao em cada parte do recipiente. A multiplicidade
nada mais é que o numeros de maneiras diferentes de escolher n particulas
(as que ficarao do lado esquerdo) de um total de N particulas, ou seja, é
a combinacao de N elementos agrupados n a n, C'(N,n) = N!/[n/(N —n)!].
Portanto, a multiplicidade de um macroestado de um sistema de N particulas
em que n estdo num dos lados (como mostrado na figura 1.7) é dada por

® o ° o,
o ® g0,
:n e e N-n

Figura 1.7: N particulas, das quais n ocupam o lado esquerdo do recipiente
e N —n o lado direito.
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Figura 1.8: Triangulo de Pascal

Uma forma simples de se calcular as multiplicidades dadas pela equa-
¢ao (1.1) é construindo o tridngulo de Pascal. Um triangulo de Pascal com
N indo de 1 a 18 est4 mostrado na figura 1.8 (o nimero n varia ao longo de
uma das linhas e NV aumenta do topo para a base do triangulo). Analisando o
triangulo linha a linha vemos que, a medida que N aumenta, a multiplicidade
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dos macroestados em que as particulas estao uniformemente distribuidas pelo
recipiente (n ~ N/2 torna-se muitissimo maior que a multiplicidade dos ma-
croestados em que as particulas concentram-se em um dos lados (n ~ 0 ou
n ~ N). Por exemplo, para N = 18, a ultima linha mostrada na figura 1.8,
a multiplicidade do macroestado com n = N/2 é Q0 = 48.620, quase 50 mil
vezes maior que a multiplicidade do macroestado correspondente a n = 0.
Se somarmos a esse nimero a multiplicidade dos estados com n = N/2 £1
e n = N/2 £ 2 encontraremos cerca de 200 mil microestados. O nimero
total de microestados de um sistema de N particulas ¢ 2V, o que da cerca
de 260 mil. Portanto, para N = 18 os macroestados proximos a distribui-
¢ao uniforme de particulas correspondem a grande maioria dos microestados
acessiveis ao sistema.

E importante notar que N = 18 nao é um namero grande, pelo menos se
comparado ao nimero de moléculas encontradas em uma quantidade tipica
de gas, que é da ordem de 10%3. O triangulo de Pascal nao ¢ uma grande ajuda
em casos dessa magnitude, mas é possivel mostrar que para esses niimeros a
imensa maioria (na verdade, a quase totalidade) dos microestados acessiveis
correspondem a uma distribui¢ao praticamente homogénea de particulas pelo
recipiente.

1.5 A Origem da Irreversibilidade

O estudo sobre microestados, macroestados e multiplicidade nos permite
agora compreender a origem da seta do tempo. Um exemplo tradicional
de processo irreversivel é a chamada expansao livre de um gas. Imaginemos
um recipiente dividido em duas partes iguais por uma parede. Um gés ocupa
uma dessas partes e a outra estd vazia. Se a divisoria entre os dois lados
for removida, todos sabemos que o gas fluird para a metade vazia até ocu-
par uniformemente todo o recipiente, atingindo o que chamamos de estado
de equilibrio. Esse é um exemplo padrao de irreversibilidade porque, afinal,
ninguém diria que o gas pode voltar espontaneamente a ocupar uma metade
do recipiente deixando um vacuo na outra.

Para entender a causa dessa irreversibilidade, vamos retornar ao modelo
simples de gas da secao anterior. O estado inicial do sistema, no momento
da retirada da parede, corresponde a todas as particulas em um dos lados
do recipiente. A multiplicidade dessa macroestado é {2 = 1, como vimos
nos exemplos que discutimos. Ja o estado de equilibrio, que corresponde
a macroestados com distribuicao homogénea de particulas, tem multiplici-
dade imensamente maior (2 > 1). A irreversibilidade surge porque é muito
mais facil ir de um macroestado de baixa multiplicidade (e portanto pouco

10
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provavel) para um de alta multiplicidade (muito provavel) do que realizar
espontaneamente o caminho inverso. Se o ntmero de particulas for muito
grande, ou seja, se o sistema for macroscopico, sera praticamente obrigatorio
ir para o estado de equilibrio e praticamente impossivel sair dele. A figura
1.9 ilustra essa relacao entre a seta do tempo e o aumento da multiplicidade
em sistemas macroscopicos. E importante notar que nossa explicacio mostra
que a seta do tempo é um efeito estatistico, causado pelo fato de vivermos
num mundo com muitas particulas. Num mundo microscépico, com poucas
particulas, é possivel e comum encontrarmos processos reversiveis.

Mulplicidade baixa Multiplicidade alta

Figura 1.9: Expansao livre de um gas. Em um sistema com muitas particulas,
¢ muitissimo provavel (obrigatorio) a evolugao de baixa multiplicidade para
alta multiplicidade e pouquissimo provavel (impossivel) uma evolucao de alta
multiplicidade para baixa multiplicidade. A seta do tempo esta indicada na
figura.

Desse ponto de vista estatistico, o estado de equilibrio correspondera ao
macroestado de maior multiplicidade do sistema. Chegamos com isso a um
enunciado da segunda lei da termodinamica: a multiplicidade de um sistema
1solado nunca diminui. Nas palavras de Ludwig Boltzmann, o responsével
pela solucao estatistica da questao da seta do tempo:

“Na maioria dos casos o estado inicial serd um estado muito im-
provavel. A partir dele o sistema evolui rapidamente para estados
mais provaveis até finalmente atingir o estado mais provavel, isto

é, o estado de equilibrio térmico. [...] O sistema de particulas
sempre evolui de um estado improvavel para um estado provéa-
vel.”

1.6 Entropia

Uma caracteristica da multiplicidade é que para um sistema composto por
dois subsistemas (1 e 2) de multiplicidades Q; e {25, a multiplicidade é deter-
minada pelo produto §2; x 25. Ou seja, a multiplicidade nao é uma grandeza

11
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aditiva. Esse “problema” é resolvido pela introducao de uma nova grandeza,
a entropia, representada pela letra S e definida como

S=knQ, (1.2)

onde k é a constante de Boltzmann, introduzida nessa definicao por razoes
historicas (k ~ 1,38 x 10723 J/K).

O logaritmo torna a entropia uma grandeza aditiva (ou extensiva, como
se diz na termodindmica). Para um sistema composto por dois subsistemas
de entropias S = kIlnQy e Sy = kIn{)y (figura 1.10), a entropia total é a
soma das entropias de cada parte:

STotal = kln QTotal
= kln(Ql X QQ)
= k(lnQ +1InQy)

= S+ 95,
y 2y S Sa
1 2 1 2
1 2 1 2
Qiotar = 21 Xy Stotat = S1 + S2

Figura 1.10: A multiplicidade e entropia de um sistema composto. A entropia
¢ uma grandeza aditiva (extensiva), ao contrario da multiplicidade.

Além dessa propriedade, é importante ressaltar que a entropia é sempre
positiva, ja que 2 > 1. Ela também é uma funcao crescente da multipli-
cidade, ou seja, se a multiplicidade nunca é reduzida num sistema isolado,
0 mesmo ocorre para entropia. Isso nos leva a reescrever a segunda lei da
termodinamica da seguinte forma:

A entropia de um sistema isolado nunca diminuz.

12
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Esta ¢ uma das formulacoes candnicas da segunda lei da termodinamica.
Nenhuma outra lei fisica define um sentido para a passagem do tempo como
a segunda lei. Como vimos, as leis microscopicas da fisica nao distinguem
passado de futuro. Dizer que a entropia de um sistema isolado nunca diminui
significa afirmar que ela aumenta ou permanece constante. Se a entropia
aumentar durante o processo, este nao pode ser revertido, pois isso violaria
a segunda lei. Processos desse tipo sao ditos irreversiveis, caracterizados por
AS > 0. Se a entropia permanecer constante no processo (AS = 0), esse
pode ser revertido sem violar a segunda lei. Muito naturalmente, processos
como esse sao ditos reversiveis.
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MODULO 2

Entropia e Temperatura

2.1 Entropia, Energia e Temperatura

Ja vimos como a no¢ao de entropia (ou multiplicidade) levou a explicacao da
seta do tempo e a segunda lei da termodinamica. Discutiremos agora o que
acontece quando combinamos os conceitos de energia e entropia. Veremos
que isso leva a uma compreensao mais profunda do que seja temperatura e
a novas formulacoes da segunda lei.

2.1.1 O Conceito de Temperatura

Temperatura é um dos conceitos mais fundamentais da termodinamica e tam-
bém um dos mais dificeis de compreender e definir. Usualmente, chamamos
de temperatura a quantidade que informa quao quente ou frio € um objeto em
relacao a algum padrao. Essa descrigao, embora correta, nao é muito precisa
(o que é “algum padrao”). Uma formulacdo mais cuidadosa é a defini¢ao
termométrica: temperatura € aquilo que se mede com um termometro. Essa
definicao obviamente nao favorece a compreensao do conceito de tempera-
tura, na medida em que depende de uma escolha mais ou menos arbitraria
do que seja um termémetro.

A temperatura também é associada a propriedade fundamental dos siste-
mas termodinamicos de atingirem o equilibrio ap6s contato térmico. Tempe-
ratura é a “coisa” que € igual quando dois objetos estao em equilibrio. Nesse
contexto, contato (térmico) significa que os objetos podem trocar energia es-
pontaneamente na forma de calor e a temperatura é a grandeza que se torna
igual para os objetos quando o equilibrio é estabelecido, ou seja, quando
nao ha mais troca de calor. Isso leva a uma caracterizagao da temperatura
como uma medida da tendéncia de um objeto dar espontaneamente energia
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ao entorno. Para dois corpos em contato térmico, o calor tende a fluir espon-
taneamente do corpo que possui a maior temperalura para o corpo de menor
temperatura.

A caracterizacao da temperatura a partir do equilibrio térmico estd na
base da nog¢ao de termometro, mas nao ajuda a escolher uma substancia ou
escala termométrica, ou seja, nao resolve a ambiguidade inerente a definigao
operacional.

Outra maneira usual de compreender o conceito de temperatura é associa-
lo ao grau de agitacao das particulas de um corpo. Contudo, essa relagao
entre temperatura e agitacao térmica nao é a mesma para diferentes tipos de
sistema. Outro problema dessa associacao é que existem sistemas termodi-
namicos que nao sao formados por a&tomos, mas mesmo assim podem possuir
temperatura, como a radiagao eletromagnética.

Na proxima secao discutiremos uma definicao mais abrangente e menos
ambigua de temperatura, que engloba as caracteristicas apresentadas acima
e que nos permite explorar as consequéncias da segunda lei com grande faci-
lidade.

2.1.2 Definicao Termodinamica de Temperatura

A entropia de um sistema termodinamico é definida a partir do conceito de
multiplicidade, ou seja, quantos microestados estao associados a um deter-
minado estado macroscopico. Esse estado é caracterizado por quantidades
igualmente macroscopicas como o volume V', o nimero de particulas N e a
energia interna U. Como diferentes macroestados tém diferentes multipli-
cidades, a entropia deve ser uma fungao dessas variaveis, S = S(U,V,N).
Vamos supor, por hora, que o volume e o niimero de particulas estao fixos,
de modo que podemos pensar na entropia como funcao apenas da energia
interna, S = S(U). Uma relagao tipica entre a entropia e a energia esta
ilustrada no gréafico da figura 2.1.
A definigao termodinamica de temperatura (7') é

I AS
T AU
onde AU é uma pequena variacao da energia interna e AS a correspondente

mudanca na entropia. Essas variacoes estao mostradas na figura 2.1. Essa
definicao é equivalente a dizer que

(2.1)

AU
T=——, (2.2)
AS
embora essa forma seja menos usada pois é mais comum trabalharmos com
a fungdo S(U) do que com sua inversa.
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»
>

U

Figura 2.1: Grafico tipico da entropia (S) em funcao da energia interna (U)

de um sistema termodinamico. A temperatura T é dada pela inclinacao da
curva: 1/T = AS/AU.

Uma aplicacao importante desses conceitos pode ser realizada no caso dos
sistemas conhecidos como reservatdrios térmicos. Estes sao definidos como
sistemas tao grandes que podem perder ou ganhar calor sem alteracao de
sua temperatura e de variaveis termodindmicas como volume e nimero de
particulas. Um reservatorio térmico sé interage termicamente com outros
sistemas. Trocas de energia com um reservatorio envolvem apenas trans-
feréncias de calor, sem realizacao de trabalho. Se o trabalho W é nulo, a
primeira lei da termodinamica nos permite afirmar que a variacao da energia
deve-se somente a troca de calor Q):

AU =Q —-W,
W=0= AU=Q

Entao, a variacao da entropia em um reservatorio térmico pode ser escrita
como

Deve-se notar que, como a temperatura do reservatorio é constante, a
expressao (2.3) pode ser utilizada para qualquer valor de ), ndo apenas para
pequenas trocas de calor.

A definicao termodinamica nos permite caracterizar altas e baixas tempe-
raturas da seguinte maneira. Para uma mesma variacao de energia, teremos:

e pequenas variagoes de entropia em altas temperaturas;

e grandes variacoes de entropia em baixas temperaturas.
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Como veremos, essa caracterizacao facilita muito a aplicacao da segunda lei
a uma variedade de sistemas.

2.1.3 Da Definicao ao Conceito de Temperatura

Apresentamos a definicao termodinamica de temperatura com o argumento
que esta seria mais abrangente que as definicdes usuais como “a coisa que é
igual quando dois objetos estao em equilibrio térmico” ou “a grandeza que
indica a tendéncia de um corpo dar espontaneamente energia a outro”. Entre-
tanto, essas propriedades sao importantes e representam conceitualmente a
temperatura. Nesta secao, queremos mostrar que a definicao termodinamica
leva naturalmente a essas caracteristicas. Mais precisamente, queremos usar
a definicao termodinamica para mostrar que as temperaturas de dois corpos
sao iguais no equilibrio térmico e que, quando hé contato térmico entre dois
corpos com temperaturas diferentes, o calor é transferido do corpo de maior
temperatura para o de menor temperatura. Um produto da discussao nesta
secao serd o enunciado de Clausius para a segunda lei da termodinamica.

Comecaremos pela questao do fluxo de calor. Vamos considerar um sis-
tema isolado composto por dois objetos (1 e 2) em contato térmico. Por
simplicidade vamos supor também que esses objetos sao reservatorios tér-
micos, que a temperatura de 1 é maior que a de 2 (T} > Ty) e que uma
quantidade positiva de calor () passa de 1 para 2. Vimos ao final da secao
2.1.2 que, como a temperatura do objeto 1 é “alta”, a perda de uma energia ()
gera uma “pequena”’ diminui¢ao na entropia. Por outro lado, o ganho dessa
energia () pelo corpo 2, de temperatura “baixa”, gera uma “grande” variacao
na entropia. Assim, a entropia total do sistema aumenta e esse processo esti
de acordo com a segunda lei da termodinamica. A figura 2.2 descreve esse
processo.

Reproduzindo esse argumento matematicamente, teriamos que a variagao
da entropia do objeto 1 seria

Q
AS) = ——
1 T
onde o sinal de menos, que indica que a entropia diminuiu, vem do fato desse
corpo perder energia (AU; = —@Q). Da mesma forma, a entropia do corpo 2
varia de 0
ASy = —.
2= 7
Essa variagdo é positiva pois o corpo ganha energia (AU; = Q). Como
T, > TQ,
Q_@
T
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Grande aumento
de entropia

1 Calor 2
(Quente) (Frio)

Y

ASToml = ASl + A‘5‘2

Pequena reducao
de entropia AStotar > 0

Figura 2.2: Sistema composto por dois objetos em contato térmico. A en-
tropia total do sistema aumenta quando o calor fui de um corpo quente para
um corpo frio.

Devido a essa desigualdade, a variacao da entropia do sistema total, dada

por
A&M:A&+A&=—%+% (2.4)

sera positiva:

A‘S(Total > 0.

Assim, vemos que nossa definicdo de temperatura é consistente com o
fato de que o calor flui do quente para o frio.

Consideremos agora o caso oposto, em que o corpo 2 perde uma quanti-
dade de calor positiva () para o corpo 1, como mostrado na figura 2.3. Como
o corpo 2 é “frio”, sua entropia diminui muito. J& a entropia do corpo 1
aumenta pouco, pois este é “quente”. Assim, a entropia total diminuiria se
calor passasse espontaneamente de um corpo frio para um quente. Portanto,
esse processo é impossivel.

Matematicamente, teremos

A[]1 = Qa
AUv2 = _Qa
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Grande reducao
de entropia

1 ~ Calor 2
(Quente) | (Frio)

AS’l’"otal - ASl + ASQ
Pequeno aumento

de entropia ASrotar < 0

Figura 2.3: Sistema composto por dois objetos em contato térmico. A trans-
feréncia espontanea de calor de um corpo frio para um corpo quente viola a
segunda lei da termodinamica.

de forma que

Q
AS, = —
1 Tl )
Q
ASy, = ——.
2 T
Como ainda temos que 77 > T5, mantém-se a desigualdade
Q@ @
T, Ty
Dessa forma a variacao da entropia do sistema total seréa
QR _Q
AStotq = AST + ASy = =— — —
Total 1+ Ao . T

que é negativa,
ASTot‘al < 07

um resultado incompativel com a segunda lei da termodinamica, como ja
vimos acima, pois a entropia de um sistema isolado nao pode diminuir. Logo,
calor nao passa espontaneamente de um corpo frio para um quente.
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,

A conclusao acima é, essencialmente, o enunciado de Clausius para a
segunda lei da termodinamica:

“E impossivel realizar um processo cujo tnico efeito seja transferir
calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente.”

Embora este enunciado tenha sido formulado empiricamente, vimos que
ele tem uma demonstracao simples a partir da formulacao entropica da se-
gunda lei e da defini¢ao termodinamica de temperatura.

Outro aspecto que a definicao termodinamica de temperatura deve con-
templar é a condicao de equilibrio térmico. Vamos considerar novamente um
sistema isolado formado por dois objetos, 1 e 2, de volumes constantes e em
contato térmico. J& vimos que, se T} > T3, calor fluird espontaneamente
de 1 para 2, aumentando a entropia do sistema total. Da mesma forma, se
se Ty > T}, calor fluird espontaneamente de 2 para 1 e a entropia também
aumentara. Portanto, s6 haverd uma situacao sem troca de calor, ou seja, de
equilibrio, aquela em que 77 = T,. Assim, dois corpos estarao em equilibrio
térmico se e somente se estiverem a mesma temperatura.

2.2 Maquinas Térmicas

Uma méaquina térmica utiliza o calor fornecido por uma fonte térmica quente
para realizar trabalho. Como toda boa maquina ela deve operar em ciclos,
que podem ser repetidos indefinidamente. Apoés cada um desses ciclos a mé-
quina retorna ao seu estado (macroscopico) inicial. O estudo da eficiéncia
dessas maquinas é um tema obviamente importante que, historicamente, esta
na origem da segunda lei da termodindmica. Veremos como o conceito esta-
tistico de entropia e a definicao termodinamica de temperatura facilitam a
compreensao do funcionamento das maquinas térmicas. Um produto dessa
discussao serd mais um enunciado da segunda lei, proposto por Kelvin.

2.2.1 A MaAquina Perfeita é Possivel?

A primeira pergunta que poderiamos fazer sobre maquinas térmicas é se é
possivel construir uma maquina “perfeita”, que opere sem desperdicio trans-
formando todo o calor que recebe da fonte quente ao longo de um ciclo em
trabalho. Na figura 2.4 temos a representacao de uma dessas maquinas perfei-
tas. Nesse exemplo, o calor absorvido pela méaquina é integralmente utilizado
para suspender uma carga. Em outras palavras, o trabalho realizado pelo
motor aumenta a energia potencial da massa erguida.
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Fonte Calor
—— > | Motor
quente
[n
a dezrrlrzirr(ifila A entropia
AStota <0 nao muda

Figura 2.4: A maquina térmica “perfeita’. A fonte quente esta & tempe-
ratura Tgyente € cede calor a um motor responsavel por erguer uma massa,
sob acao de gravidade, até¢ uma altura h. Esse motor viola a segunda lei da
termodinamica.

O rendimento (ou eficiéncia) 7 de uma maquina térmica ¢ definido pela
razao entre o trabalho realizado W e o calor positivo Qquente recebido da fonte

quente pelo motor:
W

Qquente '

Na maquina perfeita da figura 2.4, o rendimento é n = 1, ja que W =
Qquente- Isso significa que 100% da energia “paga” (o calor Qquente retirado da
fonte) é utilizada para realizar o trabalho W desejado — nada é desperdicado.

Para saber se é possivel construir essa maquina vamos analisar o que
acontece com a entropia. Sabemos que ASiqa > 0 para um sistema isolado.
Nao deve ser diferente para o sistema formado pela fonte quente, o motor
e a massa a ser levantada. A fonte quente é, por hipdtese, um reservatorio
térmico, e, portanto, a variagao da entropia Squente da fonte quente, ap6s um
ciclo do motor é

0 (2.5)

Qquente
ASquente = T 7/

Tquente

onde Tyyente ¢ a temperatura da fonte.
A variacao da entropia Spoior do motor é nula apdés um ciclo, pois os
estados inicial e final do motor sao os mesmos:

ASmotor =0.

Para a massa que estd sendo erguida, a mudanca de altura nao altera sua
entropia Spnassa. Afinal, se a forma e a temperatura do corpo sao mantidas,
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o nimero de maneiras de as particulas que o compde se organizarem (a
multiplicidade do macroestado do corpo) nao se altera devido & mudanca de
altura. Se a multiplicidade é constante, nao ha variacao de entropia e

ASmassau = 0.

Entao, para a entropia total do sistema teriamos

Qquen
AStotal - ASquente + AS'motor + A‘S(massa = tea

Tquente

ou seja,

AS‘cotad < 07

o que viola a segunda lei da termodindmica. A méaquina perfeita ndo pode
ser construida!

Este resultado coincide com o enunciado da segunda lei da termodinamica
proposto por Kelvin:

“E impossivel realizar um processo cujo tnico efeito seja remo-
ver calor de um reservatorio térmico e produzir uma quantidade
equivalente de trabalho.”

Se é impossivel construir uma méaquina térmica com rendimento 100%, so-
mos levados a proxima pergunta: que maquinas seriam possiveis? A resposta
serd dada na proxima secao.

2.2.2 A MaAaquina Térmica Possivel

A maquina perfeita viola a segunda lei da termodinamica porque a variagao
da entropia em um ciclo é negativa (ASiota < 0). Uma méaquina térmica
possivel deve ter variacdo de entropia maior ou igual a zero (ASiua > 0).
Logo, o sistema deve ter pelo menos um elemento cuja entropia aumente.
Um reservatorio térmico de baixa temperatura pode fazer isso, pois ja vimos
que a pequenas temperaturas a entropia aumenta mais facilmente que a altas
temperaturas. Assim, se rejeitarmos parte do calor que retiramos da fonte
quente para o reservatorio frio, podemos ter um aumento da entropia total
sem comprometer a capacidade de realizar algum trabalho. Essa maquina
estd representada na figura 2.5.

Vamos chamar de Qquente a0 calor (positivo) que o motor recebe da fonte
em um ciclo e Qg 0 calor (positivo) rejeitado para o reservatorio frio. Pela
primeira lei da termodinamica, o trabalho W realizado pelo motor durante
esse ciclo sera

W = Qquente - erio- (26)
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Reservatorio Calor
—— | Motor
quente
[n
l Calor
rejeitado
a G.HtFOp.la Reservatorio A entropia
diminui . nao muda
frio
A entropia
aumenta

Figura 2.5: A méquina térmica possivel. Parte do calor recebido da fonte
quente é rejeitado para o reservatorio frio, de modo que AS;yq > 0.

Como a méaquina deve realizar algum trabalho, devemos ter W > 0 e, por-
tanto, Qquente > fio- Mas, apenas isso nao basta: devemos ter AS;yq > 0.
A mudanca da entropia do reservatorio quente é

Qquente
ASquente = 7

Tquente

e a do reservatorio frio é

onde Tyyente © Thio 520 as temperaturas dos reservatorios. Ja vimos que em
um ciclo a entropia do motor e da massa erguida nao mudam, de modo que
a variacao da entropia total do sistema é

ASTotal = ASquente + ASﬁrio = _Qquente + erio . (27)
Tquente Tfrio

Como AStyiar > 0, temos que

erio Z Qquente’ (28)
Tfrio quente
0 que é equivalente a
erlo Z frio . (29)
Qquente quente

Assim, uma maquina térmica que opere entre dois reservatorios de tem-
peraturas diferente pode ser construida desde que a condicao imposta pela
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segunda lei da termodinamica, expressa nas desigualdades (2.8) ou (2.9), seja
satisfeita.

Como uma méquina térmica necessariamente deve rejeitar uma parte do
calor recebido da fonte quente, seu rendimento sempre seréd inferior a 100%.
Para determinar o limite que a segunda lei impoes ao rendimento de maquinas
reais, notemos, utilizando a equacdo (2.6), que 1 pode ser escrito como

w _ Qquente - erio -1 erio

n= - :
Cgquente Qquente Qquente

O maior valor possivel para esse rendimento serd alcancado quando a razao
Qfrio/ Qquente for a menor possivel. Da desigualdade (2.9), vemos que isso
ocorre quando

(2.10)

erio _ T‘frio ‘ (211)
Qquente Tquente
Portanto, o valor maximo para o rendimento é
T
Mnax = 1 — (2.12)
Tquente
ou seja, para qualquer maquina térmica,
T
e —— (2.13)
Tquente

2.2.3 A MaAquina de Carnot

Deve-se notar que a segunda lei da termodinamica nao determina qual sera
o rendimento de uma dada maquina, isso dependera de sua construcao. Ela
apenas determina um limite que deve ser obedecido qualquer que seja o
mecanismo de operacao da méaquina. Entretanto, podemos dizer algo sobre
as maquinas que apresentam rendimento maximo (17 = Npay): elas devem
ser reversiveis. Para demonstrar isso, vemos que a condicao de eficiéncia
méxima, a equacao (2.11), é equivalente a

erio _ Qquente

Tfrio Tquente

: (2.14)

e portanto

Qquente erio
ASTota = — + =0, 2.15
Total Tquente Tfrio ( )

ou seja, essas maquinas sao reversiveis.
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Além de serem as maquinas mais eficientes possiveis, as maquinas re-
versiveis tém outra propriedade importante, seu rendimento depende apenas
das temperaturas entre as quais ela opera, nao de seu seu mecanismo es-
pecifico, desde que este seja reversivel. Isso foi notado por Sadi Carnot em
1824 e as maquinas reversiveis operando entre dois reservatorios térmicos sao
chamadas de mdquinas de Carnot.

2.3 A Desigualdade de Clausius

A discussao sobre a variacao de entropia numa troca de calor entre dois re-
servatorios térmicos, feita na Secao 2.1, nos mostrou que a definicao termo-
dinamica de temperatura implica no enunciado de Clausius para a segunda
lei da termodinamica. Podemos também considerar o que ocorre quando a
troca de calor se da entre um reservatério térmico R e um sistema termo-
dindmico qualquer, como representado na figura 2.6. O sistema em contato
térmico com o reservatério R nao é necessariamente um outro reservatorio
térmico, ou seja, ele pode passar por variacoes de temperatura e volume,
realizar trabalho, etc.

Reservatorio Calor (Q)
Térmico B ——
(temperatura 7'7)

Sistema a
temperatura 7,

Figura 2.6: Um reservatorio térmico a temperatura T troca calor com um
sistema termodinamico a temperatura 7.

Vamos supor que o reservatorio térmico tem temperatura Tz e cede uma
quantidade de calor () para o sistema termodinamico, que estd inicialmente
a temperatura 7. A variacao de entropia Sp.:q do conjunto R+ A é a soma
das variacoes das entropias do reservatorio, Sg, e do sistema, S,

ASrota = AS + ASp.

Como a variacao de entropia do reservatorio térmico é dada por

Q
ASp = -2
S =7
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e entropia de um sistema isolado nao pode diminuir (ASre > 0), temos
que
As— 2 5o,
Tr
Portanto, a variacao da entropia do sistema deve ser tal que

A > 2 (2.16)

R
um resultado conhecido como desigualdade de Clausius.
Se o processo de troca de calor for reversivel, teremos AS7y = 0 €

Q

AS = 2.
=7

(2.17)
Uma forma conveniente da equagao (2.17) é obtida escrevendo-a em termos
da temperatura 7' do sistema. Para isso, notemos que uma troca de calor
reversivel nao tem um sentido preferencial e, portanto, a troca reversivel nao
pode ocorrer entre um corpo quente e outro mais frio. Isso significa que o
reservatorio e o sistema devem estar A mesma temperatura, ou seja, Tp = 7.1
Assim, em um processo reversivel, a variacao da entropia é dada por

_Q
AS =, (2.18)

onde T é a temperatura do sistema. Como a temperatura deve manter-se
constante, igual a Tg, a relagao (2.18) s6 é valida para um processo reversivel
isotérmico (ou se o calor @ for tdo pequeno que a mudanca de temperatura
pode ser ignorada).

Os resultados acima podem ser estendidos para processos em que a tem-
peratura nao ¢ constante. Vamos supor que o sistema termodinamico troca
calor sucessivamente com n reservatorios térmicos Ry, R, ... R,, a tempera-
turas T, , Tr,,...Tr,. Nesse caso a variacao da entropia total ¢ dada por

AStotar = AS + ASg, + ASg, +--- + ASy,

" 2.19
=AS+) ASg, (2.19)

=1

TA demonstracio de que Tr = T deve ser feita com algum cuidado, pois se T for
exatamente igual a Tr nao havera troca de calor e teremos ¢ = 0. Uma troca de calor
reversivel corresponde, na verdade, ao caso limite em que a diferenca de temperaturas é
muito pequena. Se no inicio do processo tivermos Tr =T + AT e ao final a temperatura
do sistema for Tg, ¢ facil mostrar que Q@ = CAT e ASroar = C(AT)?/T3, onde C &
a capacidade térmica do sistema. Vemos que se AT — 0, AST.q tende a zero mais
rapidamente que @, ou seja, o processo pode tornar-se praticamente reversivel mesmo
para valores nao nulos de Q.
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onde ASg, é a variacao da entropia do reservatorio R;, dada por

Qi

ASp = —
R; TRZ-’

Q; sendo o calor cedido por R; ao sistema. Como ASrt.q > 0 temos

AS—i%AZO
i=1

7

e, finalmente,

n
Qi
AS > 2 T (2.20)
que generaliza a desigualdade (2.16) para o caso de miltiplas fontes térmicas
a diferentes temperaturas.

Se as n trocas de calor forem reversiveis teremos AStoa = 0 € a cada
troca a temperatura 7; do sistema devera ser igual a do reservatério corres-
pondente, Tx,. Assim,

AS=)" % : (2.21)
i=1 '

Como cada uma das n trocas reversiveis de calor é um processo isotérmico,
ap0s interagir com um reservatorio o sistema deve passar por uma transfor-
macao adiabatica reversivel que leve sua temperatura até aquela do préximo
reservatorio.

Se o ntimero de reservatorios tende a infinito, com diferengas infinitesimais
de temperatura de um reservatério para o seguinte, podemos reescrever as
somas nas equagoes (2.20) e (2.21) como integrais, obtendo

bd
AS > / T—Cj. (2.22)
Para processos reversiveis,
AS = /b @, (2.23)
o T

onde T' é a temperatura do sistema, que varia continuamente. Nessas inte-
grais os limites a e b representam os estados inicial e final do sistema, ou seja,
AS =5, — S,.

E importante lembrar que a quantidade infinitesimal de calor dQ) encon-
trada nas integrais (2.22) e (2.23) ndo ¢ uma “diferencial exata”; ela nao
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Mbdulo 2. Entropia e Temperatura

corresponde a variacdo de uma quantidade () associada ao estado do sis-
tema. O calor absorvido durante uma transformacao termodinamica nao é
determinado apenas pelos estados inicial e final do sistema, mas também pela
maneira como a transformacao foi realizada — dizemos que o calor () é uma
varidvel de processo, nao uma funcao de estado. Para evitar confusao, algu-
mas vezes a “diferencial inexata” d(@) é escrita como dQ ou (). Da mesma
forma, o trabalho infinitesimal dWW também é uma diferencial inexata e, por
isso, é as vezes representado por dW ou 0W. Nao utilizaremos essas notagoes
no presente texto.

A equacao (2.23) é muito util, pois nos permite obter a varia¢ao da en-
tropia de um sistema termodinamico sem ter que calcular as multiplicidades
Q, e ©, dos macroestados a e b. E importante notar que o caminho utilizado
na integral (2.23) pode ser qualquer, desde que leve de a até b e seja reversi-
vel. Se estivermos estudando uma situacao concreta, na qual o sistema passa
de a para b por um processo complicado e possivelmente irreversivel, pode-
mos calcular AS utilizando na integracao um caminho reversivel simples que
conecte 0os mesmos estados a e b.

No caso de um processo ciclico, como nas maquinas térmicas, os estados
inicial e final do sistema coincidem e temos AS = 0. Com isso a equagao

(2.22) torna-se
]{ % <0, (2.24)

onde a integral ¢ realizado sobre um ciclo do sistema (o circulo no sinal
de integragdo representa isso). Essa é formulagdo usual da desigualdade de
Clausius, um pouco diferente mas equivalente aquela que introduzimos na
equacdo (2.16). Para ciclos reversiveis a desigualdade de Clausius torna-se

uma identidade: p
(/14 —; =0. 2.25
T ( )

2.4 Entropia de um Gas Ideal
Um gas ideal monoatdmico é caracterizado pelas equagoes de estado

PV =nRT

U= gnRT.

Vamos usar essas equacoes para calcular a variagao da entropia do gas entre
dois estados quaisquer. Para uma pequena mudanca reversivel de estado, a
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primeira lei da termodinamica diz que
dQ = dU + PdV .

Com auxilio das equagoes de estado obtemos

3 nRT
dQ = SnRdT + ——dV

e a variacao da entropia ¢ dada por

dQ 3 _dT dv

Em uma transformacao qualquer de um estado a para um estado b, a mu-
danca da entropia do gés serd entao

3 T dT Yo v
AS =-nR — R —_—.
2" /T 7" /V %
Fazendo as integragoes encontramos finalmente
3 Ty Vi
AS = §ann (?:) +nRIn (é) . (2.26)

A equagao (2.26) pode ser utilizada para calcular AS em varios processos
de interesse, alguns dos quais estao discutidos abaixo.

e Processo isotérmico

Nesse caso T, = Tj. Da equagao (2.26) temos entao que
Wb
AS=nRln{— ).
o (V)

Num processo isotérmico, P,V, = BV, (a lei de Boyle). Com isso, em
termos das pressoes a mudanca na entropia pode ser escrita como

by
AS=-nRln(— ).
nRIn (P)
e Fxpansao livre

Esta ¢ uma expansao adiabatica irreversivel (V, > V,). Nao ha troca
de calor nem realizagao de trabalho (@ = W = 0), o que implica em
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AU = 0 e, consequentemente, em T, = T;,. Portanto a expansao livre
é um processo isotérmico e vale o resultado anterior:

Vi
AS = In{—=] .
S an(V)

a

Note, entretanto, que numa expansao livre o gas esta isolado de seu
meio exterior e por isso sua entropia (e consequentemente seu volume)
s60 pode aumentar. Num processo isotérmico mais geral o gas pode
interagir com o ambiente (QQ = W # 0) de modo que apenas a entropia
total do sistema géas/ambiente fica impedida de diminuir. Nada proibe
que a entropia do gas diminua (e seu volume também), desde que isso
seja compensado pelo aumento da entropia do meio externo.

Processo isobdrico

Num processo isobarico a pressao permanece constante e V;,/V, = T, /T,
(a lei de Charles). Com isso, a equacao (2.26) torna-se

B 5 Vi B 5 T
AS = éann (Va) = 2nR111 <Ta> .
Processo isovolumétrico

Num processo isovolumétrico (também chamado isocorico ou isomé-
trico) o volume do géas é mantido constante, ou seja, V, = V,. Nesse
caso a equacao (2.26) leva a

T,
AS = gann (FZ) .

A volume constante temos que P,/P, = T,/T, (a lei de Gay-Lussac),
de modo que AS também pode ser escrito como

3 P,
AS = §ann (FZ) .

Processo adiabdtico reversivel

Num processo adiabatico, dQ) = 0. Se além de adiabatico o processo
for reversivel, a equagdo (2.23) implicara em

AS=0.

Esse resultado nao esta restrito a gases ideais. Em qualquer sistema
termodindmico um processo adiabatico reversivel é isentropico, ou seja,
a entropia do sistema é conservada.
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MODULO 3

Entropia e Pressao

O estudo da relacao entre entropia, energia e temperatura, feito no médulo
anterior, mostrou-se produtivo. Algo semelhante pode ser realizado com ou-
tras grandezas. Neste modulo, discutiremos a relacdo que hé entre entropia,
volume e pressao.

3.1 O Conceito de Pressao

O conceito usual de pressdo (p) é que esta grandeza é dada pela razao entre
a forca F' e a area A sobre a qual esta atua:

A partir dessa relacao entre pressao e forca, podemos determinar condi-
¢oes de equilibrio mecanico para sistemas envolvendo fluidos. Dois resultados,
analogos aos que tratamos no caso da temperatura, sao importantes:

e Na auséncia de outras forcas (gravitacional, etc.), a pressao em um
fluido serd constante se este estiver em equilibrio mecéanico.

e Um corpo imerso em um fluido serd empurrado por este na direcao da
maior para a menor pressao.

Na proxima segao, mostraremos como a pressao pode ser calculada a par-
tir de quantidades termodinamicas como entropia e volume, o que simplifica
a andalise de problemas de fisica térmica que envolvem o equilibrio mecéanico.
A compatibilidade dessa definicao termodinamica com o conceito usual de
pressao sera demonstrado em seguida.
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3.2 A Definicao Termodinamica de Pressao

Ja vimos que a entropia pode ser funcao da energia U, do volume V e do
namero de particulas N, S = S(U, V, N). Vamos supor, agora, que a energia e
o nimero de particulas estao fixos. Nesse caso, podemos pensar na entropia
como uma fun¢do apenas do volume, S = S(V). O grafico na figura 3.1
mostra uma relacao tipica entre a entropia e o volume.

S
I

»
>

V

Figura 3.1: Gréfico da entropia (S) em fungao do volume (V') de um sistema

termodindmico. A pressao é dada pela inclinacao da curva e pela tempera-
tura: p/T = AS/AV.

A definicao termodinamica da pressao p é
p AS
T AV’
onde AV é uma pequena variacao do volume e AS a mudanca correspondente
na entropia. De forma mais direta,

(3.2)

T AS 3.3
p=T5y (3.3)

A presenca da temperatura na definicao da pressao sera justificada mais
a frente, mas é facil constatar a sua necessidade por razoes puramente di-
mensionais: a razao entre entropia e volume nao tem dimensao de pressao, e
sim de pressao dividida por temperatura.

A definicao termodindmica de pressao mostra uma propriedade desta
grandeza que nao é percebida em abordagens puramente mecanicas. Manti-

dos contantes U e N, para uma mesma variacao de volume teremos:

e pequena variacao de entropia se a pressao for baixa;

e grande variacao de entropia se a pressao for alta.
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3.3 Da Definicao ao Conceito Pressao

Para entender como a defini¢ao termodinamica é coerente com a nocao usual
de pressao, vamos considerar uma caixa preenchida com gas e dividida em
duas partes por um pistao diatérmico, que permite troca de calor. As tem-
peraturas das duas partes sao iguais (77 = T5) e, inicialmente o pistao esta
fixo através de uma trava. A pressao p; do gas contida na parte esquerda
da caixa (compartimento 1) ¢ um pouco maior que a pressao ps na porgao
direita (compartimento 2). Essa configuracao esté ilustrada no lado esquerdo
da figura 3.2.

(' Pistao inicialmente fixo (V Pistdo mével
1 2 1 2
e
Wi Va Vi+ AV Vo — AV
P1 > P2 \’ Varia¢do de Volume

Figura 3.2: A esquerda, sistema composto por dois gases a diferentes presses
separados por um pistao inicialmente travado. A direita, sistema com o pistao
destravado. A variacao de volume na parte 1 ¢ AV e na parte 2 ¢ —AV.

Se permitirmos que o pistao se mova livremente, soltando a trava, os volu-
mes V] e V5, dos respectivos compartimentos 1 e 2, podem sofrer alteracao. Se
o volume do compartimento 1 aumentar (AV; = AV > 0), o compartimento
2 sofrerd uma reducdo de volume (AV, = —AV).

Vamos agora usar a segunda lei da termodinamica para verificar se essa
variacdo de volume é possivel. A entropia da parte 1 da caixa sofre uma
variacao dada pela equagao (3.2),

AV
AS) ==,
e, da mesma forma, para a parte 2 temos
AV
AS; = — 2T :
A variacao da entropia total do sistema sera, entao,
AV p AV
ASTotal = T - T
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Como p; > py a entropia aumenta, ASt,a > 0, e esse processo ocorre es-
pontaneamente. Portanto o pistao foi empurrado pelo lado de maior pressao
no sentido do de menor pressao. Esse é o comportamentos que esperamos a
partir da noc¢ao usual de pressao. O deslocamento em sentido contrario ao da
redugao da pressao (AV < 0) é proibido pela segunda lei da termodinamica,
pois acarretaria uma diminuicao da entropia, AStia < 0.

A condigao de equilibrio mecanico também é facilmente obtida. Se p; >
P2, jA vimos que o pistdo move-se para a direita (de 1 para 2). Da mesma
forma, se p; < po, ele ird mover-se para a esquerda. Portanto, o equilibrio
ocorre se e somente se p; = po, como esperado.

3.4 Pressao no Gas Ideal

Além de explicar a seta do tempo, fundamentar a segunda lei da termodi-
namica e ampliar os conceitos de temperatura e pressao, a abordagem es-
tatistica da entropia também nos permite calcular a equagao de estado de
alguns sistemas simples. Agora faremos um primeiro estudo sobre o caso do
gas ideal.

Durante a introducao do conceito estatistico de entropia, que realizamos
no modulo I, analisamos um sistema de particulas pontuais (um “gas ideal”)
contido num recipiente dividido em duas partes iguais que se comunicam.
Vamos considerar que cada uma dessas partes possui um volume V{, gerando
um volume total V' = 2V. No modelo que desenvolvemos, cada particula
teria apenas duas possiveis “posi¢oes” (lado esquerdo ou direito do recipiente).
Considerando N particulas, teremos 2V maneiras diferentes de organizar esse
sistema (duas op¢oes para cada particula). A multiplicidade de microestados
é portanto Q = 2V .

Se aumentarmos o volume total para V = 3V}, criando uma nova divisao
idéntica as outras duas que ja existiam, teremos 3 regioes possiveis e equi-
provaveis para cada particula. Para um ntimero N de particulas, teremos 3"
maneiras diferentes de organizar o sistema (trés opgoes para cada particula).
A multiplicidade de microestados nesse caso é = 3V . Esses dois recipientes
estao ilustrados na figura 3.3.

Por fim, se o volume total for V' = k x 1}, com K divisoes virtuais de
volume V{ cada, teremos K posi¢oes possiveis para cada particula. Ou seja,
para um namero N de particulas, existirdo K maneiras diferentes dessas
particulas se organizarem no sistema e a multiplicidade serd Q = K~. Como
K é o volume V em unidades de V{;, ¢ conveniente escrever a multiplicidade
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Vo | Vo Vo | Vo |V,

V =2V V =3W

Figura 3.3: O recipiente do gas, com duas e trés unidades de volume Vj.

como

V) = (VV)N (3.4)

Com isso obtemos que a entropia S(V) = kInQ(V) é

S(V) = NklnV + C, (3.5)

onde C' é uma constante, dada por —Nk In V mais termos que dependem das
quantidades que estamos considerando fixas, como a energia U e o nimero
de particulas .

Usando a definicao termodinamica de pressao,

p AS
T AV’
e a entropia dada pela equagao (3.5), encontramos que

p _ S(V+AV)-5(V)
T AV
In(V+AV)—-InV
= N
g AV
In(1+ AV/V)
AV

Esse resultado pode ser simplificado se lembrarmos que AV deve ser muito
pequeno, AV <V, de modo que podemos usar a aproximacao

= Nk

In(1+2) =~ x, (3.6)

valida para = pequeno (como pode ser observado na tabela 3.1). Com isso
obtemos

D 1
— = Nk— 3.7
D= Nk (37)

que pode ser finalmente escrito como a equac¢ao de Clapeyron

pV = NKT. (3.8)
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Substituindo Nk pelo produto entre o nimero de moles n e a constante dos
gases ideais R, obtemos a forma usual da equacgao de Clapeyron:

pV =nRT. (3.9)

T In(1 + x)
0,001 | 0,0009995
0,002 | 0,0019980
0,003 | 0,0029955

0,01 | 0,00995
0,02 | 0,01980
0,03 | 0,02956
0, | 0,0953
0,2 | 0,1823
0,3 | 0,2623

Tabela 3.1: Valores de In(1 + z) para x pequeno: In(1 + z) ~ z.

E interessante notar que a equacio de Clapeyron resulta apenas do fato
da entropia aumentar (de forma logaritmica) com o volume. Em outras
palavras, a pressao em um gas ideal é um efeito entrépico. A pressao, que
tenta aumentar o volume, reflete a tendéncia do sistema em ir para estados
de maior entropia.

3.5 A Identidade Termodinamica

Até aqui exploramos dois resultados importantes, que relacionam os conceitos
de temperatura e pressao a entropia. No entanto, até agora, a aplicacao
desses resultados foi voltada a processos nos quais o volume ou a energia
interna permaneciam constantes. No primeiro caso, com volume constante,
aplicamos a equacao da definicao termodinamica da temperatura:

1 AS

T AU
J4 com a energia interna constante, aplicarmos a definicao termodinamica
de pressao:

(3.10)

p AS

T AV
Como tratar um sistema que possui energia e volume variaveis (supondo que
o namero de particulas continua fixo)? Para compreender como combinar as

(3.11)
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equagoes (3.10) e (3.11), vamos considerar um sistema que sofre pequenas
variagoes do volume (AV) e da energia interna (AU), concomitantemente.
A variacdo da entropia pode ser dividida em duas etapas. Na primeira, a
energia interna varia, enquanto o volume permanece constante. Em seguida,
consideramos a variagdo de volume com energia interna fixa. A variagao de
entropia sera a soma das variacoes em cada etapa

AS = (AS)y + (AS)y, (3.12)

onde os indices V' e U referem-se a transformagoes com volume e energia
constante. Usando as equagoes (3.10) e (3.11) encontramos

AU  pAV
AS = —+4+—
S T + T’
que pode ser escrita como
AU =TAS — pAV, (3.13)

uma equacao conhecida como identidade termodindamica.
Num processo reversivel, ja vimos (equacdo 2.18) que

Qrev = TAS, (314)

onde escrevemos o calor trocado como @),., para enfatizar a reversibilidade
da troca. Com esse resultado, podemos comparar a primeira lei da termo-
dindmica, AU = @ — W, a identidade termodinamica (3.13) e obter que o
trabalho realizado num processo reversivel é

Wiyew = pAV. (3.15)

E interessante notar que, sem a introducao da temperatura no denomi-
nador da defini¢do de pressao (3.2), a expressdao para o trabalho nao seria
Wiew = pAV. Esta é uma justificativa mais solida que o argumento dimen-
sional para a introdugao desse denominador.
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MODULO 4

Equacoes de Estado

O conhecimento sobre entropia permite obter equagoes de estado de alguns
sistemas. Neste modulo, aprofundaremos nosso estudo sobre o gas ideal e
apresentaremos um modelo de fita elastica. Para o gas ideal, vamos estudar
como a entropia depende da energia interna do gas e, em seguida, vamos
discutir como se pode obter a energia cinética média das particulas de um
gas monoatomico ideal. Notaremos que a obtencao de equagao de estado
nesse caso se da de forma similar ao desenvolvimento feito no médulo II.
Dessa forma, estudaremos a equacao de estado do sistema que chamaremos
de "borracha ideal".

4.1 Gas Ideal: Entropia e Energia

Vamos agora analisar como a multiplicidade depende da energia interna de
um gas ideal. Em um gas monoatomico, a energia interna é dada pela soma
das energias cinéticas de cada particula. Imaginemos, para comecar, que o
gas tem energia U e uma tnica particula, restrita a mover-se apenas em uma
dimensao (o eixo x). Numa situagdo como essa,

1
U= émUQ

v:iylg.
m

Entao, ha 2 valores de velocidade para essa energia (um valor positivo e outro
negativo) e a multiplicidade de estados nao depende de U:

e, portanto,

Qo U
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A particula sobre um eixo tem um grau de liberdade. Com dois graus
de liberdade a particula podera se movimentar em duas dimensoes (o plano
xy), e havera infinitos vetores velocidade associados & mesma energia U,

respeitando a condigao
2 2, ,2_ 2U

v =yt vy, )
m
que é a equacao da circunferéncia de raio
2U
R=\— 4.1
— (1)
mostrada na figura 4.1.
Yy ,
dl
U

v

Figura 4.1: Circunferéncia formada pelos vetores velocidade em um sistema
com dois graus de liberdade.

A multiplicidade dos estados de energia U (o “ntimero” de vetores ve-
locidade compativeis com essa energia) sera proporcional ao perimetro da

circunferéncia,
12U
Qx2rR o<\ —,
m

ou seja, dependeréa da energia como
Qo UY2,

Em trés dimensoes a particula tera trés graus de liberdade e as velocidades
possiveis devem obedecer & condicao
2U

v2:v§+v§+vf:—,
m
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a equacao de uma esfera com o mesmo raio R da equagdo (4.1). Essa esfera
estd mostrada na figura 4.2.

Uz

Vg

Figura 4.2: Esfera formada pelos vetores velocidade em um sistema com trés
graus de liberdade.

Nesse caso, a multiplicidade serd proporcional & area da superficie da
esfera,
Q o 47 R?

ou seja, dependerd da energia como
QxU.

Notamos que, a cada grau de liberdade acrescentado ao sistema, a mul-
tiplicidade & multiplicada por U2, Com quatro graus de liberdade — por
exemplo, duas particulas movendo-se num plano — a multiplicidade seré

QO U x UY2=pU32,

De maneira geral, num sistema com f graus de liberdade, a multiplicidade

sera entao
Qo UY=D2,

Em um gés monoatoémico, cada particula tem trés graus de liberdade.
Assim, para N particulas temos f = 3N e a multiplicidade ser&

Q o UBN-DL2,

Em um gas temos N > 1, de modo que 3N — 1 =~ 3N e, finalmente,
podemos escrever que
QU) o U3N2, (4.2)

40



Mbdulo 4. Equagoes de Estado

Com isso obtemos a entropia S(U) = kInQ(U):
3
S(U)zﬁNkan%—C’, (4.3)

onde C' & uma constante, ou melhor, uma funcao das quantidades que estamos
tomando como fixas (V e N) e da unidade de medida da energia.
Usando a definicao termodinamica de temperatura,

1 AS

T AU’
e a entropia dada pela equagdo (4.3), encontramos que

1 S(U+AU) - S(U)
T AU
3. In(U+AU)—-InU

= Nk AU

3 In(1+AU/U)
- ENk AU

Utilizando a mesma aproximacao empregada no calculo da pressao, In(1+
x) &~ x, obtemos

1 3 1
—=—-Nk— 4.4
7= 3Nk (4.4)
de onde obtemos a relacao entre a energia e a temperatura de um gas ideal:
3
U= §N ET. (4.5)

A energia cinética média das moléculas serd < E.,, >= U/N, o que leva a
3
< Bep, >= §I<;T, (4.6)

uma expressao que justifica a associacao usual entre temperatura e agitacao
térmica que discutimos no moédulo II.

4.2 Borracha Ideal: Entropia e Comprimento

Vimos que, para um gés ideal, podemos calcular como a entropia depende
do volume e da energia. Com isso, obtivemos a equacgao de estado desse gas.
E possivel fazer o mesmo com outros sistemas simples. Agora estudaremos
uma fita eléstica, usando um modelo no qual a entropia estatistica pode ser
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facilmente calculada. Como resultado obteremos forca elastica exercida pela
fita e a lei de Hooke.

A borracha é constituida de moléculas muito longas, em forma de cadeia.
Para simplificar, vamos considerar apenas uma cadeia com N elementos (cha-
mados monomeros). Cada monomero serd descrito como uma barra rigida
de comprimento a, com somente dois estados possiveis, apontando para a
direita ou para a esquerda, como ilustrado pela figura 4.3. Chamaremos esse
modelo de borracha ideal.

]
[ 1]
1

a
—
— .

L

Figura 4.3: Modelo de borracha ideal

Nesse modelo, Np monomeros apontam para a direita e Ng para a es-
querda. O numero total N de elementos e o comprimento total L da fita
elastica sao dados respectivamente por:

N = Np+ Ng, (4.7)
Resolvendo essas equagoes obtemos
N L
Np=—|[14+— 4.9
P ( i Na) (4.9)
N L
Neg=—|1——]. 4.10
P09 ( Na> (4.10)

Vamos supor que L > 0, de modo que Np > Ng. O comprimento maximo
da fita (ND :N, NE:O) é

Lunas = Na. (4.11)

H& varias maneiras microscopicas de formar uma fita de comprimento
L. A multiplicidade desses microestados pode ser calculada por uma analise
combinatoéria semelhante & utilizada no médulo I. O resultado é

N!

QL) = NpINg!’

(4.12)

42



Mbdulo 4. Equagoes de Estado

de onde podemos calcular a entropia da fita:
S(L) =kInQ(L). (4.13)
A forga eléstica exercida pela fita pode ser calculada pela expressao

fAS(L)
T AL’

anéloga a definicao termodinamica de pressao se fizermos a equivaléncia

(4.14)

f<p L&V

A figura 4.4 compara comportamentos tipicos da entropia como funcao do
volume, em um gas ideal, e do comprimento, em uma borracha ideal. A
entropia da borracha diminui & medida que o comprimento aumenta, ja que
hé cada vez menos configuracoes microscopicas capazes de produzir grandes
comprimentos (por exemplo, Q(Le) = 1).

Vv L
(a) SxV (b) Sx L

Figura 4.4: (a) Entropia em fungao do volume para um gés ideal. (b) Entro-
pia em funcao do comprimento para uma borracha ideal.

Para calcular a forca f precisamos encontrar a variacao AS correspon-
dente a um pequeno AL. O menor deslocamento que podemos ter ¢ AL = 2a,
como mostrado na figura 4.5. O deslocamento L — L + 2a corresponde a
Np — Np+1e Ng — Ng — 1, de modo que a multiplicidade muda para

N N
- Q(L+2)= .
Np!Ng! (E420) = SN, — 1)

Q(L)

Usando as propriedades do fatorial, é facil mostrar que a razao entre essas
multiplicidades é
QUL+2a)  Ng
QL)  Np+1
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AL = 2a

Figura 4.5: Variacao minima de comprimento na borracha ideal.

Como Np é muito grande, podemos escrever que

AL+21) Ng  1—L/Lou (415
QL)  Np 1+4L/Lpa '

onde o 1ltimo resultado foi obtido com auxilio das equagoes (4.9), (4.10) e

(4.11). A variacdo de entropia correspondente ao deslocamento AL = 2a &,
entao,

AS =klnQ(L+2a) —kInQ(L) =kln (%) )

que, com a equacao (4.15), pode ser escrita como
1 —L/Lpaz
AS=kln| ——F—].
N (1 +L /Lm)
Logo, forca elastica sera

KT (1= L/Los
M (T Bma ) 416
I=% n(1+L/Lmam) (4.16)

Para pequenos comprimentos L < Ly, podemos usar a aproximacao In(1+
x) &~ x e obter

kT kT kT
=—In(l1-L/L ——In(l+L/L ~ —(—2L/L :
f = 5 (1 = L/ Lys) = 5 10(1+ L/ Linas) % 5—(=2L/ L)

Com isso obtemos a lei de Hooke:

kT

onde K é a “constante elastica”.
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E interessante notar que a constante elastica da borracha aumenta com
a temperatura. Portanto, ao esquentarmos uma fita elastica esticada ela
tendera a se contrair. Esse comportamento é surpreendente, pois ¢ muito
diferente da dilatacao térmica encontrada em soélidos e da expansao de um
gés aquecido.
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