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Até agora...

Universo de Friedmann:

* Espacialmente homogéneo e isotrépico;

+ Expande com fator de escala a(t):

r(t)

« Obedece a Lei de Hubble:

dr(t) _ da(t) (o)

dt dt

r(t) = a(t) r(to)

r(t)/a(t)

a(t)r(to):




» Espago-tempo descrito pela métrica de Robertson-Walker:
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1 — ra?/R3

ds* = —c*dt* + a(t)? + 22dQ)?

A = db” + sen’dd ¢’

Rosen(r/Ry) (k= +1)
r=Sg(r)= r (n=0)
Rgsenh(r/Ry) (k= —1)

ds* = —c2dt* + a(t)? [d-rQ + 5}(1')2(292}




Equagdes basicas

Equagdo do fluido:

b = w;e; L _
E+3H(t)(e+P)=0  » g +3H(t) g (1 +w;) =0

P:ZPi *‘:Z”‘l

Equagdo da aceleragao:

2= (e + 3P) . - 32 ZCi(lJrSMJ

a 3c2 a &
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Equagdes basicas

Equagdo de Friedmann:

e -y s
G KC*

2 -
H (?L) — = 7 9
R§a=

32

Em termos do parametro de densidade:

H*> a1 Qo Qo \ 1 —Q
772 = 22 = + 3 + Qo +
0 a< g a a

(1l Qr,-- 0 Q m..0 _ _. _
— = — 4+ ——+ Qpoa?+ (1 =0
Hy \/ a? a A0 ( 0)

Se conhecermos (medirmos) o valor de Q para cada componente do

Universo, podemos determinar a forma de a(t).



Se conhecermos (medirmos) a(t), podemos determinar o valor

de Q para cada componente do Universo.

Como medir o fator de escala?

() Teriamos que medir a distancia até

(o) um objeto no fluxo de Hubble em

dois momentos distintos, t e to.

Outra opg¢do seria medir o desvio para o alty) 1
vermelho z de um objeto e relaciond-lo I+z= alt.) B al(t.)
com a(t).

Poderiamos medir z de varios objetos com evolugdo conhecida e

tentar associar um “tempo’’ a cada valor de z medido.



Expansdo em série de Taylor do fator de escala

Uma fungdo f(x) pode ser escrita em termos de sua série de Taylor

em torno de um ponto xo:

F@) = Flao) + L] ma)+ 2]

(]i T=Tq 2 dua? T=Io ’

Quanto mais termos, melhor f(x) serd representada em todo seu
dominio. A série truncada serd uma boa aproximagdo somente em
torno de xo.

Podemos expandir o fator de escala em torno de to, e os primeiros

termos serdo uma boa aproximagdo somente para valores de t~to:

da 1 d?a ;
a(t) =~ a(ty) + — t—tg) + ——— t—10)°.
(*) L,_U,) dt tZtD( 0) 2 dt? tztg( 0)

y

a(tg) = ap =1 ’




da 1 d?a
Y~ 1+ — t—t — t —to)°.
a(?) * dt tztg( o) T 2 dt? tzt[]( 0)
——
\ L da da
Ho = H(tg) = —— - —
V (fo) ag dt lt=ty  dt lt=t,
Entdo: _ 1 d%a )
2 dt= lt=tg
Definindo o parametro de desaceleragdo hoje:
AN 7 N ol
0= at), aH? /. di? 1y, 040
0 0

_ 1 ..
a(t) ~ 1+ Hy(t —tg) — 4o H(t — 1)




A expansdo em série de Taylor acima ndo se baseia em nenhum
modelo de Universo especifico. Ho e qo somente modelam a expansado
do Universo em to, sem nenhuma hipétese sobre seus componentes e
sua dinamica.

Podemos estimar o valor de go para um wmodelo de Friedmann
através da equagdo da aceleragao:

ArG aa
i = e 5 fl(l - Bii‘i) do = — <_>
a 3c to

Dividindo os dois lados por H*:

a 1 887G 1 )
aH?2 2 32H2 Zna(l—F 3&(1) QZ (l—l— 3 )

) 1

a

aH?

i = —

1 g
— Z QLU(l -+ Bii‘i)

t=to )

2




:-ZQLU (1 + 3w;)
t=1g )

0 — —
: (1H2

Para o modelo padrao:
Matéria ndo-relativistica w =0, (2,0 = 0.3
Constante cosmolégica w = —1, {2pp = 0.7

Radiagdo w =1/3, Q.0 =0

1
it

1
d0~ 5 (03 = 2% 0.7+0) ~ 0.5

Parametro de desaceleragdo negativo, entdo expansio aceleradal!
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Determinagdo experimental de Ho

Podemos usar a lei de Hubble

v = Hyd Como medir velocidades?

Podemos medir o desvio para o vermelho, e usar a aproximagdo para

fontes proximas:

. / 30000 [- * /-
N L“xf{.

20000 [ .

Velocity [km/sec]

10000 7 * .

H_ ¢ o coeficiente angular da

reta obtida. e e e o rooc

Distance [ mLy] 1 1




Ja vimos a definigdo de distancia propria:
to
dt
(zp(fﬁ) — ‘“/ N (1)
te

Como ndo conhecemos a forma funcional do fator de escala, podemos

usar a expansdo em termos de H_e q :

1 ..
a(t) ~ 1+ Hy(t —tg) — 5(1’0 Hg(f — ?‘0)2.

Temos que obter a série para 1/a(t) e inserir na (i). Vamos admitir
que a série tem os sequintes coeficientes (termos de até 2% ordem):

1
iy O+ Calt = to) + Calt = t0)°
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1
— = Cl -+ Cg<t — to) —+ Cg(t — to)Q
a(t)

= 1~ a(t) |C1 + Colt —to) + Cs(t — )]
Substituindo a(t) pela expansado obtida
Lembrete: a(t) ~ 1+ Hy(t —tg) — %gg Hi(t —tg)%.
Obtemos:

| ~ [1 + Hy(t — to) — %Hg(t - to)Z} (O + Co(t — to) + Cs(t — to)?]

Realizando a multiplicagdo e desprezando termos de ordem maior que
(t-to)*, obtemos:

('
Ci + (Cy + C1Ho)(t — to) + (C3 + CoHy — 71qu§)(75 — 1)~ 1
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C
Cy + (Cy + CLH)(t — to) + (Cs + CoHy — —qoH2)(t — t9)? ~ 1

2
Comparando termo a termo obtemos que:
C) =1
CQ + OlHO — :> CQ — _HO

E obtemos finalmente a expansdo desejada para 1/a(t):
* Ryden

24+ Q’O) Hg(f B ?LO)Q

2

({(]L) ’ﬁ‘ing(?LYL[])—F(
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o 1
Substituindo  —— ~~ 1 — Hy(t — tg) + (2+ fm) H2(t — )2
alt) * Ryden
to
~ A P dt
na expressdo para a distancia prépria d,(ty) = / (—f)
¢, alt

obtemos:

to to
Clp(t()) — C |:/ dt — / H()(t — to)dt
e le

* Ryden
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d,(to) = c(ty — te)|+H——(to — t.)*

/ \

distancia prépria para Correcdo pela expanséo

Universo estatico do Universo

(t -t): “lookback time”, tempo que a luz viajou desde o momento

que foi emitida até o momento da detecgdo

A luz vinda de outras galdxias nao carrega informagdo sobre o valor

de (t_-t). O lookback time nado & observavel.
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Mas o desvio para o vermelho é observavel!

Gostariamos entdo de escrever a série em fungcdo de z. Usamos:

z = — 1 (i7)

Usamos a expansdo para 1/a(t) para aproximar 1/a(t) como:

1
a(te)

2
~ 1 — H()(te —to) —+ ( J;Qo) HOQ(te _t0>2

* Ryden

Substituindo em (ii), obtemos:

2~ Hylty —t,) + (2;%) H(to — t.)°

* Rgdem 17




Invertendo a série acima, obtemos (exercicio):
o — by |2 — (2B 2
] e H[j )

Substituindo na expressdo para a distancia prépria,

+ Ryden

cH
dp(to) = cto — te) + ——(to — o)’

obtemos:

dp(tm)mmlﬁ—( B )E]—'_ 2 H? * Ryden

18



A escada cosmica de distancias (distance ladder)

galaxy clusters
(10" Iy)

nearby galaxies

(107 Iy)
i .k'y_ Way
(167 by
nearby stars
owogsen (02 | | -
J W"\-"'VI;J\J Bun t:'
\#W / I \ i, _i
radar ranging —_— p %
- surfane lemgeraiuns [K) (o f
main-sequence Tully-Figher
fitting relation
/ Cepheids
distant
standards
Sistema Solar:
Reflexdo de Métodos para wmedir distdncias cada
. Estrelas . N :
ondas de radio. o vez maiores sdo calibrados pelos
roximas. p . .
P resultados dos métodos para distancias
Paralaxe.

memnores. 19



Objetos no fluxo de Hubble

galaxy clusters
(1070 1y}

nearby galaxies

{107 Iy)
Milky Way
{1'::rk )
nearby stars
(107 Iy) Q
solar system -
{107 Iy} o
white dwarf =[x
bl supernovae [
= Sun 1:'
_2 =
1 [1+]
radar ranging v p 2
surfane lemgeraiuns [K) = =
parallax +
main-sequence Tully-Figher
fitting relation
Cephelds
distant
standards

Galaxias e aglomerados

Como definir distdncia em um Universo em expansio?
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Observaveis em escala cosmolégica

1. Desvio para o vermelho

O desvio para o vermelho z pode ser obtido observando linhas
de emissdo ou absor¢do e comparando com o espectro de repouso

medido em laboratério na Terra.

2. Diametro anqular

Podemos medir na Terra o didmetro angular de objetos

extensos, como galaxias.

3. Fluxo de luz

Podemos medir o fluxo de energia emitido por um objeto em

uma dada faixa de comprimento de onda (ou frequéncia).

21



Medidas de desvio para o vermelho

1. Obter espectro

Green and yellow light |:|::I:
has been scattered by
the gas cloud.

T
/

y

Nuvem reemite luz absorvida

em todas as diregoes.

\

Estrela emite continuo e linhas de
absor¢do se formam quando luz
passa por uma nuvem de gas, que
absorve somente alguns
comprimentos de onda e transmite

0S outros.
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Espectro de uma estrela Espectro de uma galaxia

Graphical

L o

- r 11T 1T T T
400 450 500 550 600 650 700 500 550 600 650

Wavelength (in nm) > Wavelength (in nm) »

Visual

400 450 500 550 600 650 700 400 450 500 550 600 650
Wavelength (in nm) > Wavelength (in nm) »

|
700
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2. Procurar por linhas de emissdo ou absor¢do conhecidas e medir

desvios

Espectro de referéncia

A SA zZ>0

obs em

A <A z<L0

obs ~ em

e 3

el 3
.
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Distancia de diametro angular Da

Régua padrdo: Objeto astrondmico cujo tamanho préprio L é

conhecido.

Medindo o diametro angular 66 do objeto visto desde a Terra,
podemos calcular a chamada Distancia de Diametro Angular,

definida como:

25



Em um Universo estatico (sem expansdo) e euclidiano (k=0):

tan(66/2)=L/ (de)

Para 66 << 1:
tan(66/2)=66/2

§0/2=L/(2d.)

Réqua padrado de
Observador guap

. d =L/66=D
tamanho préprio L p A
na Terra

A distancia de diametro angular € igual a distancia prépria.

No caso geral isso NAO é verdade e D, é apenas uma defini¢do de

distancia. 26



Em um Universo em expansdo e com curvatura espacial qualquer:

(r.0,.0)

(r.0,.9)
No momento da emissdo: ds” = —c dt* + a(t)? [dr* + S.(r)?dQ)?]
O ait)” o 66”

ds = al(t.)S.(r)o8

27



_ Se(r)
L_l—I—ZSk(T)59 — Dy =

Para um Universo de tri-curvatura nula (como no modelo padrao):

i (tO) = d, (te)

D =
A 1+z

Portanto, em um Universo em expansdo, com k=0, a distancia de

diametro angular € igual a distancia prépria no momento em que a

. .. 28
luz foi emitida.



Usando: dp(t[:]) on [1 _

~ 2z

A 1—|—ZH()
P ' L
ara z<<1: ~ 11—z

14z

Entao,

N C 1+ qo

e I

= Ryden



Entdo, se medirmos os valores de z e D, para diversos objetos

pertencentes a uma determinada categoria de réqua padrdo, podemos

ajustar os dados com a fungdo acima para obter os valores de H_ e q .

Oscilagbes acusticas de
barions (BAO)
fornecem escala que
funciona como régua

padrao:
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