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1 Introducao

Na relatividade, em geral, e na cosmologia, em particular, podemos dar boas
motivacgoes para diversas nocoes de distancia, conceitualmente distintas. To-
das elas coincidem, numericamente, no caso de um objeto e observador em
repouso em um mesmo referencial inercial do espaco-tempo de Minkowski da
relatividade especial. No entanto, num modelo relativistico arbitrario (nao
necessariamente cosmoldgico), elas diferem, algumas delas mantendo certas
relagOes universais entre si [1, 2].

O objetivo desse trabalho é deixar claras as motivagoes que levam a de-
finicao de algumas das distancias mais utilizadas no contexto cosmoldgico,
assim como a dedugao nitida e explicita, de modo a nao deixar espago, ainda
que no referente & notagao (devido a sua nao-padronizagdo nos varios tex-
tos escritos por autores distintos), da forma pela qual elas se relacionam
com grandezas diretamente mensuraveis, tais como o fluxo de radiagao, o
diametro angular e o desvio para o vermelho espectral de uma fonte.

Além disso, no ambiente de programacao “Matlab”, implementamos uma
interface grafica em que o usuario pode explorar o comportamento das di-
versas distancias em funcao do desvio para o vermelho e de varios outros
parametros cosmoldgicos que determinam o ntimero e a natureza (via a cor-
respondente equagao de estado) de diferentes componentes do universo.

O artigo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 2, deduzimos as ex-
pressoes para os elementos de linha das tri-geometrias espaciais de Robertson-
Walker, assim como a expressao para o desvio para o vermelho cosmologico.
Na Secgao 3, apresentamos nosso modelo de contetido material, particular-
mente, a correspondente razao piezoenergética, e integramos a equacgao de
fluido para obter o parametro de Hubble como funcao do desvio para o ver-
melho e parametros de densidade e da equacao de estado. Na Tabela 1,
apresentamos nossa notagao, significado e equagoes correspondentes de re-
feréncia.



Simbolo

Significado

Equacao de referéncia

NS S~

senn g
arcsenn g

D
D¢
Dy
Dy

PonesmPze= PSS

Wo, Wq

subindice 0
subindice 1

Tempo césmico

Fator de escala

Coordenada radial “natural”

“Raio areal”

Parametro (Indice) de tri-curvatura
Tri-curvatura gaussiana

Funcao seno generalizado

Funcao inversa do seno generalizado
Distancia propria

Distancia comével (longitudinal)
Distancia de diametro (ou tamanho) angular
Distancia de volume comovel
Distancia de movimento préprio
Distancia de contagem de fétons
Distancia de luminosidade

Distancia de fluxo de fétons

Moédulo de distancia

Desvio para o vermelho

Parametro de Hubble

Distancia de Hubble

Parametro de Hubble normalizado
Razao piezoenergética

Densidade de energia

Pressao

Parametro de densidade (de energia)
“Parametro de densidade” de curvatura
Parametros da razao piezoenergética
(de equacao de estado)

Valor da grandeza hoje, em t = ¢
Valor da grandeza para a i-ésima espécie
de um sistema multi-componente
Horizonte de particulas

Horizonte de eventos

(38)

Tabela 1: Notacao.




2 Cosmografia de Robertson-Walker

Na cosmologia relativistica padrao, o espaco-tempo de base é considerado
como uma variedade pesudo-riemanniana (de fato lorentziana) quadri-dimen-
sional, oriunda do produto de uma variedade “temporal” unidimensional e
uma variedade “espacial” tri-dimensional riemanniana (com métrica posi-
tiva definida): M = R x V. Por argumentos de carater observacional e de
simplicidade, costuma-se, como faremos, adotar uma variedade “espacial”
maximalmente simétrica (homogénea e isotrépica) de Robertson-Walker. As
linhas de universo (do tipo temporal) ortogonais a tais hipersuperficies des-
crevem observadores para os quais a simetria maximal espacial é explicita,
manifesta, e eles serao denominados observadores de Hubble ou comdoveis.
Destarte, sem perda de generalidade, podemos trabalhar com um sistema de
coordenadas em que o elemento de linha assume a forma

ds®> = —c2dt* + a*(t)dl*(z"), (1a)
com
diP(x') = i (a®)da'da? . (1b)

Uma coordenada temporal ¢ deste tipo é dita um tempo cdsmico e esta,
claro, definida a menos de uma constante global aditiva. Naturalmente, ela
coincide com o tempo préprio de cada observador de Hubble; isto, contudo,
nao é uma caracterizacao suficiente de tal tempo cosmico, pois ele exige que
haja, ademais, uma sincronizacao dos tempos proprios de cada observador
de Hubble, de modo que os termos cruzados go; = 0.! J4 as corresponden-
tes coordenadas espaciais ¢ estdo definidas a menos de uma transformacao
z' — 2% (27) e podem ser pensadas como coordenadas que rotulam ou identifi-
cam diferentes observadores de Hubble; neste sentido, elas desempenham, no
contexto cosmoldgico, um papel essencialmente idéntico ao das coordenadas
lagrangianas, materiais ou substanciais da mecancia de fluidos newtoniana
corriqueira, em contraste com as chamadas coordenadas espaciais.

A geometria espacial, da tri-variedade V, pode ser dividida em trés classes,
conforme o sinal (k = 0, +1) do escalar de tri-curvatura, a qual, obviamente,
por homogeneidade, tem de ser constante.

I'Também é comum adotar-se uma outra coordenada temporal, dita tempo conforme,
7, definida por dn := dt/a(t), de modo que o elemento de linha fica:

ds* = a®(t) [-Pdt® + dI*(2")] .



2.1 Tri-curvatura nula (k = 0)

No caso de uma variedade “espacial” com tri-curvatura nula, o usual é
identificarmo-la com o espaco euclidiano tri-dimensional R3? para o qual
sempre existe um sistema global de coordenadas cartesianas (x,y, z) em que
o elemento de linha pode ser expresso como

di* = da® + dy* + d2° . (2)

Passando para coordenadas esféricas (r, 0, ¢),

x = rsenfcos ¢ (3a)
y = rsenfsen ¢ (3b)
z=rcosf, (3c)
onde
0<6<m, 0<¢<2m, (3d)

tal elemento de linha assume a forma

dI* = dr® + r*(d6? + sen® 0 d¢?) . (4)

2.2 Tri-curvatura positiva (k = +1)

Uma variedade “espacial” com tri-curvatura positiva, pode ser construida
como a generalizacao da geometria de uma esfera bi-dimensional imersa
num tri-espaco euclidiano usual.® Concretamente, consideremos um espaco
quadri-dimensional euclidiano, nao-fisico, abstrato, ficticio, no qual podemos
sempre definir um sistema de coordenadas cartesianas (x,y, z, w) em que o
elemento de linha (nao fisico) fica

dL? = dz® + dy* + d2* + dw®. (5)

Nesse espaco e nesse sistema de coordenadas, uma tri-esfera S3(Ry), de raio
Ry, por definicao, tem equacao

2 +y? + 2* + w® = Rj= constante. (6)

2A topologia de tal espaco é a usual, simplesmente conexa; existem outras topologias
compativeis com esta mesma métrica local.

3Mais uma vez, a correspondente topologia de base é a usual, também simplesmente
conexa e, agora, compacta. Outras topologias, localmente compativeis com a mesma
métrica sao ainda possiveis, mas, para manter a completeza geodésica, devem todas ser
compactas.



Definindo trés novos parametros (, @, ¢), inspirados obviamente por um
sistema de coordenadas esféricas neste espaco nao fisico, pelas equagoes

w = Ry cos, (

z = Rgsen x cos b, (7b
y = Ry sen x sen 6 sen ¢, (7c
x = Rysen ysen#cos o, , (7d

onde

0O<x<m, 0<6<m, 0<¢<2m, (7e)

satisfazemos identicamente a equagdo (6). Isto significa que (x,60,¢) sao
coordenadas intrinsecas da tri-esfera.
Diferenciando (7a)—(7d) e substituindo em (5) obtém-se o elemento de
linha induzido sobre a tri-esfera
2 2 27722 2 < (02 2 2
di* = dL \SS(RO) = R2[dx? + sen® Y (d6? + sen® 0 d¢?)] . (8)
Podemos, agora, introduzir duas coordenadas do tipo radial associadas
com a coordenada angular Y. Uma delas, x, é diretamente o comprimento
linear relacionado ao arco # = const, ¢ = const, ao passo que a outra, r, € o
“rajo areal”? das 2-esferas ¥ = const:

X = Rox, 0<x<mRy (9)
r = Ryseny = Rosen (x/Ry), 0<r<Ry. (10)

Substituindo (9) e (10) em (8), obtemos as correspondentes expressoes para
o elemento de linha

di* = dx* + R2sen®(x/Ro) (d9? + sen® 0 d¢?) (11)
_ dr? 2/ 102 2 2
—Tw—f"f’(de + sen «9d<;5) (12)
2.3 Tri-curvatura negativa (k = —1)

Uma variedade “espacial” com tri-curvatura negativa pode ser construida
como a generalizacao da geometria de um hiperboléide bi-dimensional de

4A expressdo “raio areal” (aportuguesamento de “areal radius”) refere-se ao fato de que
o quadrado de tal grandeza multiplicado por 47 d4 justamente a drea (fisica) das 2-esferas
X = const.



duas folhas, imerso num tri-espaco de Minkowski.> Concretamente, consi-
deremos um espaco quadri-dimensional de Minkowski, nao-fisico, abstrato,
ficticio, auxiliar, no qual podemos sempre definir um sistema de coordenadas
pseudocartesianas (x,y, z, w) em que o elemento de linha (nao fisico) fica

dL? = da* + dy* + dz* — dw?. (13)

Nesse espaco e nesse sistema de coordenadas, um tri-hiperboléide de duas
folhas H3(Ry) de “raio” Ry,% por definicdo, tem equagao

2’ +y* + 2 —w? = —R} = const . (14)

Passando novamente para um outro sistema de coordenadas (x, 0, ¢), de-
finidas por

w = Ry cosh (15a)
z = Rgsenh y cos 6 (15b)
y = Ry senh x sen 6 sen ¢ (15c¢)
x = Rysenh ysenfcos¢, (15d)
onde
0<yx<oo, 0<f<m 0<o¢<2m, (15€e)

e seguindo um desenvolvimento analogo ao da subsecao anterior, chega-se a
um elemento de linha da forma

di* = dL?|,,, (o) = R} [dx? + senh? y (d6” + senh® 6 d¢?)] (16)
=dy* + RS senh? (x/Ro) (d@2 + sen?6 dgbz) (17)

dr? 2/ 102 2 2
:HTW+T (d6* + sen” 0do”) . (18)

Aqui, definimos

Xi=Rox, 0<x<+o0 (19)
r:= Rpsenh y, 0<r<+oo. (20)

5Na verdade, usamos somente uma tnica das folhas, de modo que a correspondente
topologia é considerada como a usual, homeomorfa a de R3. Continuam, obviamente,
existindo outras topologias, localmente compativeis com a mesma métrica.

6Tal “raio”, na verdade, é a distancia, segundo a métrica dada por (13), desde a origem
até uma qualquer das folhas do tri-hiperboldide.



2.4 Expressao unificada (k =0,+£1)

Uma expressao geral para o elemento de linha quadri-dimensional (1), vélida
para qualquer sinal de tri-curvatura, é

ds* = —c2dt* + a®(t) |dx* + \/‘1?‘ senn; < \K\X) (d6? + sen® «9d<;52)] ,
(21)
onde
sen(x) (k=+1)
senng(x) :==< X (k=0) (22)

senh (y) (k=-1).

Aproveitamos também para definir a funcao inversa, arcsenny, de senny:

arcsen (1) (k= +1)
arcsenn(7) ;=< T (k=0) (23)
arcsenh (1) (k= —1).

E f4cil verificar que

cossg(Y) = \/1 — ksenni(y) =4 1 (k=0) (24a)

_ dsenny, (x)

= (24b)

Aqui introduzimos uma notagdo para a chamada curvatura gaussiana
destas variedades tri-dimensionais maximalmente simétricas:

K =k/R] = sgn(K)=k. (25)

Tal grandeza esta relacionada com o tri-escalar de curvatura de Ricci usual,
G)R, por”

GR

"Para uma hipersuperficie de dimensdo n, imersa numa variedade euclidiana de di-
mensao n + 1, a relagao é




Se definirmos a nova coordenada r para ser o “raio areal”,

1
ri= senny K 27a
IR (VIEK]x) (27a)
)

arcsenny(v/|K|r) (27b)

1
X:
VIEK]

a expressao para o elemento de linha (21) também pode ser escrita como

dr?

ds® = —dt* + a*(t) | ———
i Cd+a ) |1 g

+ 72(d6? + sen?0d¢?) | . (28)
Doravante, sistematicamente, referir-nos-emos a coordenada x como o raio
natural e a coordenada r como o raio areal, para qualquer k£ = 0, 1.

2.5 O desvio para o vermelho z

Na aproximagao de otica geométrica ou eiconal ou altas freqiiéncias, um
campo eletromagnético pode ser descrito através de linhas de universo geo-
désicas do tipo nulo:

k® 5k" =0 (29a)
Gosk®k’ = 0. (29b)

Aqui k% é o quadri-vetor de onda, cuja componente temporal pode ser pen-
sada como a freqiiéncia angular dividida por ¢ e as componentes espaciais
como o tri-vetor de onda. Dados um emissor e um receptor (observador)
genéricos, num espago-tempo arbitrario, o desvio para o vermelho sofrido por
um féton ao se deslocar entre os eventos de emissao e recepgao (observagao)
é definido por

- )\0 - )\e

: N

No caso particular de uma métrica de Robertson-Walker, com emissor e
detector coméveis, obtém-se (cf. Fig. 1)

(30)

A
14+ 2z= )\—Z (31a)
dto
=— 1b
. (31b)
1
=—. (31c)

a(t)



Figura 1: Emissao e recepcao.

onde supusemos que a(ty) = ap = 1 e a(t.) = a(t).

Consideremos, agora, as geodésicas do tipo nulo da Fig. 1, representadas
como curvas inclinadas em vermelho. Ao longo delas, o intervalo é zero e,
por isotropia (ja que o observador/receptor foi tomado na origem), = const
e ¢ = const. Destarte,

ar
alt) = —ax,
onde a raiz com sinal negativo deve-se ao fato de o féton assumir valores pro-

gressivamente menores de x conforme cresce o tempo coésmico. Lembrando
a definicao do parametro de Hubble,

(32)

a
H:= - 33
. (33)

z
_ 34
1+2z’ (34)
podemos reescrever (32) como
cdz

=dy. 35

Dai, deduzimos que, a coordenada x de um evento sobre uma geodésica do
tipo nulo que acaba atingindo o evento: (agora, aqui)= (t = to, x = 0), pode
ser “recuperada” a partir do correspondente desvio para o vermelho z via

4 dZ/ ,
X(2) = Dpo /Zl:o E(z’)dz , (36)

10




onde definimos

(37)

que chamaremos de pardmetro de Hubble adimensional (ou normalizado), e

a distancia (ou raio) de Hubble. Naturalmente, devido a (37), vale também

Dy = DpoE(2). (39)

3 Cosmodinamica

No contexto cosmoldgico usual, com a geometria de fundo sendo a de Robert-
son-Walker e o conteiido material total assumindo a forma de um fluido
perfeito no referencial de Hubble, as equacoes de Einstein reduzem-se a duas
equacoes independentes somente, que podem ser tomadas como a equacdao de
Friedmann e a equacdo de fluido, respectivamente:

8rGe  Kc? )
32 a2 i (40)

¢+3H(e+P)=0. (41)

Aqui aparecem a densidade de energia (total) € e a pressao (total) P.
Restringir-nos-emos a tratar de um sistema a N componentes ou espécies,

nao interagentes, cada uma das quais tem um tensor energia-momento com

a forma de fluido perfeito no referencial de Hubble. A razao piezoenergética

w; = (i=1,...,N) de cada espécie serd tomada como[4]
w; = @) — Girans , (42)
a—+ Qtrans

onde
Chevallier-Polarski-Linder|[5, 6]:

w; 1= wo; + wei (1 — a) (43)
z

= i ai ; 44

Wo; + W 1+ 2 ( )

onde wgy; = const e w,; = const .

11



Com isto, a densidade de energia pode ser integrada, a partir de (41),
para obter

€ = Eioa—3(1+w0i+wai)e_3wai(1_‘1) (45)

— EiO(l + 2)3(1+w0i+wai)e_3waiz/(1+z). (46)

Substituindo esta em (40), obtemos

N
i=1

(47)

4 Distancia propria D

De certa forma, a distancia propria é a mais primitiva e geometricamente
mais pura de todas as distancias usualmente definidas em cosmologia. De
fato, dado que o espaco-tempo de Robertson-Walker admite uma foliacao
global 3+1, com folhas dadas por ¢ = const, pode-se pensar que tais folhas
sdo as hipersuperficies de simultaneidade para os observadores de Hubble.®
Consideremos dois tais observadores: um, sem perda de generalidade, de-
vido a homogeneidade, na origem, x = 0, e outro com coordenadas genéricas
(x,0,¢). Como tais observadores apresentam um movimento relativo, deve-
mos tomar (em contraste com a distancia comével, a ser definida na préxima
se¢ao) o cuidado de indicar o instante a que nos referimos. Concretamente,
a distancia propria D(t), entre tais observadores, no instante t, é o intervalo
ou comprimento da geodésica do tipo espacial, C, que liga as suas linhas de
universo, no instante ¢, ou seja,

D(t) = /C a(t)dl. (48)

Como, devido a isotropia, devemos ter # = const e ¢ = const ao longo da
geodésica, (21) fornece diretamente

X
)= [ aay.
X
isto é,

D(t) = alt)x. (49)

8Tais hipersuperficie constituem o chamado “espago piblico” de Rindler [3].
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5 Distancia comével (longitudinal) D¢

A expansao relativa entre observadores de Hubble pode ser formalmente can-
celada, fazendo-se de conta que o fator de escala é constante. Isto sugere
definirmos uma distancia comovel (longitudinal) D¢, entre os dois observa-
dores x =0 e (x,0,¢), como a distancia prépria no instante ¢ dividida pelo
fator de escala correspondente, ou seja,

D¢ := D(t)/af(t) (50)

que implica simplesmente
DC =X, (51)

e, como esperado, é independente do tempo.

6 Distancia de diaAmetro (ou tamanho) angu-
lar DA

Considere, como motivac¢ao, na relatividade especial, um objeto na forma de
um segmento retilineo infinitesimal em repouso em um determinado referen-
cial inercial, com comprimento préprio 0¢. Suponha que tal objeto esteja
disposto perpendicularmente a sua “linha de visada” desde um certo oberva-
dor/detetor /receptor pontual, situado a uma distancia R do objeto. Natu-
ralmente, sob tais condicoes, o angulo de visada subtendido pelo objeto no
observador é dado por

sa =0(/R &  R=dl/sa. (52)

No contexto cosmoldgico, o que fazemos é adotar a segunda de tais ex-
pressoes como a expressao para a distancia de diametro angular, por de-
fini¢ ao. Concretamente, seja um objeto linear de extensao infinitesimal,
comovel (suas particulas movem-se todas no escoamento de Hubble), perpen-
dicular a linha de visada, desde um observador pontual situado na origem
x = 0. Suponha que tal objeto tenha coordenada radial comével x e compri-
mento préprio dl(t); entdo, a sua distancia de diametro angular D(t), no
instante t, ¢ definida como

_ odd)

Sem perda de generalidade, devido a isotropia, podemos calcular o compri-
mento proprio do objeto supondo que as extremidades do mesmo se situam

13



nas coordenadas espaciais (x,,¢) e (x,0 + da, ¢) ou ainda (x,7/2,¢) e
(x,7/2,¢ + dar); em qualquer hipdtese, temos, pois, usando (21) ou (28),

Da(t)

(t) senng(x) (54a)
=a(t)r. (54b)

7 Distancia de volume comoével Dy,

Por (22) vé-se que ao congelar o tempo em t = ty obtém-se o seguinte ele-
mento de linha naquele tri-espaco:

dr?

2
di 1= Kr2

+ 72(d6” + sen*0dg¢?). (55)

Tomando um paralelogramo infinitesimal sobre a tri-esfera com elemento
de linha como definido acima, vé-se que as projecoes sobre cada um dos eixos
coordenados (r, 0, ¢) sao dadas por:

dl, = 5
dly = rd0; (56)

dly = rsenfd¢.

Ao tomar-se o produto dos comprimentos dos lados, obtém-se o volume
infinitesimal desse paralelogramo, logo

r2dr

Sabe-se que um angulo sélido infinitesimal nessa esfera é dado por

d0 = 4 (58)

r2

onde r é o raio da esfera centrada no observador e dA é dado por

dA = dlydl,; = r’senfdfde (59)

14



logo,

dS) = senfdfd.

Substituindo (182) em (179)

r2dr
dV = ————df.
V19— Kr2

Pode-se explicitar r como fungao de z, logo

dr

dr=d = —d
r=dlr(z)] = —~dz,
substituindo na expressao acima
p2dr
dV = ——2=__d2d9).
V1—Kr?

Fixando-se o valor de t, dt = 0 e, por (22)

cdt dr
alt)  V1—Kr?
Se t = t(a), entao
dt
dt = —d
da""
e
cdt g—ida
a a

15
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(62)

(63)

(64)

(65)

(66)



como a = 1/(1+ z), da = —a*dz. Entao

C;dt cdz dz

a g - CH(Z)'
logo,
dz dz
H(z)  HyE(z)
Dy,
= dz.
()"
Porém, por (186) a (191)
Duy oo dr
E(z) ~ VI-Kr?
Se r =r(z)
DHO . %dz
E(z) " V1-Kr?
ou
Di, ___& dz =0
E(z) 1-Kr2
como dz > 0,
DHO _ %
E(z) V1-—Kr?

Portanto (185) fica

16
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D
0 12do. (74)

2
dVv =r B(2)

Por (101) e (132) e (26), vé-se, entao, que

(1+2)%D?%

dv = B02)

D
0 q2dQ). (75)

8 Distancia de luminosidade D,

Sabe-se que num espago euclidiano a luminosidade de bolométrica, ou
seja, integrada sobre todos os comprimentos de onda ou, equivalentemente,
sobre todas as freqiiéncias, de uma fonte em repouso relaciona-se com o fluxo
bolométrico medido sobre uma superficie esférica de raio D centrada na
fonte por:

L

/=

(76)

Pode-se entao definir uma “distancia de luminosidade” como sendo

L
O (77)

8.1 Distancia de luminosidade para um universo com
métrica de Robertson-Walker

A luminosidade de uma fonte que equivale a sua poténcia, ou seja é a
quantidade de energia emitida por intervalo de tempo e por intervalo de
comprimento de onda. Essa grandeza é obtida a partir de medidas realizadas
no referencial dafonte, portanto serao representadas com um subcrito (e) que
significa que sdo tomadas na emissao. Portanto

d’E,
L)\()\e) .

T dhdt, (78)
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Logo,

d’E, = Ly(\.)d\.dt,.

(79)

O fluxo é dado pela energia que passa através de um elemento de su-
perficie, por intervalo de tempo, por intervalo de comprimento de onda. Nesse
caso as medidas sao feitas no referencial do observador e serao representadas

com um subscrito (o) que significa observac¢ao. Portanto,

BF,
H(o) = d)\dt,dA,

Logo,

BE, = fr(\o)dNodt,dA,.

PE = fi(h)dodt, | dA,

21

= i No)dAdt,

J
/ dgp/ S% (x)sen6d6
0 0
= A7S% () fa(No)dNodt,

levando em conta a conservacao do niimero de fétons,

d*N, = d*N,

e tendo em vista as seguintes relagoes:

1+ 2
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e que a energia se cada féton é hc/\ tem-se que

PE, d*E,
s = 2 = N,
Ae Ao

d’N, =

entao,

d*E. )\, = d*E,\,,

LaO)AedAedt, = 4752 Fr (Ao)dAoNodts

pelas relagoes (125) tem-se que

Ae) Aod Aot
AE_Z%_lfgjg—— = 475 fr, (Ao) Ao Aot
Portanto,
L
fu(h) = )

4r(1+ 2)35%"

(87)

(89)

Pode-se integrar os dois lados da equacao acima em d\, para obter o fluxo

e a luminosidade bolométricos.

Amhx%m%:(—iﬂﬁéﬁ?)u+@w&

Am(1+ 2)
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L)\<)‘e>

S (o) = In(l+ 2252 (94)

Comparando com (115) pode-se definir

Dy = (1+2)Sk(x) = (1 + 2)r(x). (95)

Pode-se seguir o mesmo raciocinio acima usando o fluxo e a luminosidade
em termos da freqiiéncia ao invés do comprimento de onda, basta considerar
que A\v = c.

d(Av =), (96)

entao,

A\ = ——dv. (97)

Temos ainda que o fluxo medido em termos do comprimento de onda deve
ser o mesmo que o medido em termos da freqiiéncia, portanto:

IAldAl = fuldv], (98)

logo

AN =vf, (v
{ )\LA<(>\>) _ ny(g) (99)

Sabendo que v, = (1 + 2)v,,

(Ve ) Voduydt,

v (1 + Z) = 47TS?(fVo(Vo)dVoVodto- (100)
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dv,

o B L,(v.)
A ﬁJ%MQ—<4wa+zw%)(1+@' (101)
. _ Ly,(ve)
S S (Vo) = In(l+ 2)°52 (102)
Novamente vé-se que
Dy = (14 2)Sk(x) = (1+ 2)r(x). (103)

9 Distancia de movimento préprio D,

Observando as mesmas consideracgoes feitas para definir a distancia comovel

transversa e que, além disso, as fontes se movam com uma velocidade V| en-
tre si, perpendicularmente a linha-de-visada, em um tempo At ela tera se
deslocado uma distancia AD = V| At.

Nesse caso, o distancia prépria entre as fontes é dada por

D = (D?d) = a(t)r(x)d

onde D ¢ a distancia prépria.

AD:mmzmAmW)
a(to)

Por (94) tem-se que,

logo,

AS — AD VAt

a(t)r(x)  a(to)r(x)’
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Num espago euclideano teria-se

(108)

Ul R

Onde x é a separacao entre duas fontes , d é a distancia entre elas e
o observador e o é o angulo por elas subentendido. Tem-se também que
(& = i/d). Analogamente,

20 _ Vi

= = 109
H= R T Doy (109)

A nova varidvel acima Dj; recebe o nome de distancia de movimento
proprio pois esta relacionada a variagao da distancia prépria entre as duas
fontes no referencial das mesmas. Logo,

Vi Vi Vi Aty

Da== = R8s = Ao (110)
substituindo (97) em (100) obtém-se, portanto
Dy = a(to)r(x). (111)
Por (66) e (67) vé-se que
)= [ = (112)

portanto tem-se trés solucoes diferentes, que dependem se K =0, K > 0
ou K <0.
Para K > 0:

\(r) = / L (113)
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renomeando +/|K|r como senf, logo

B sen= (y/[Klr) cos 0df
xr) = /0 (M\/l — sen?d
= \/%senl(\/ |K|r).
Para K = 0:
x(r)=r
E para K < 0:
x(r) = \/|1[7|senh_1(\/ | K|r).
Portanto
\/T_lsen_l(\/|K|7’) (K >0)
x(r) =4 x (K =0)
msenh_l(\/|K|r) (K <0)
Invertendo
Csen(/KT) (K > 0)
r(x) =94 X (K =0)
\/%senh( |K|x) (K <0).

Levando em conta (20) e (38) e (39) tem-se que

H2

H2
= C—QO|QK,0\

K] = | Quo—t
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(115)

(116)

(117)

(118)
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pode-se, entao escrever (109) como

HLO\/‘S;TMSGD( Qpolx2e) (K >0)
r(x) =94 X L E=0) (121)
[4 1
ey (v QX ) (K< 0).
Vé-se pela (78) que
x(r) = De (122)

logo,

DHO\/‘S;m sen(\/|QK,0\—5§0) (K >0)
") = De (K=0)  (123)
1 D
DHO\/m senh(\/|QK,0\D—§0) (K <0).

Comparando com (101) e como a(ty) = ag = 1, por fim obtém-se

1 D
DHO\/m sen(\/ |QK70|D—}2) (K > 0)
Dy = De (K =0) (124)
1 D
DHoi\/m senh(\/|QK,0|—D§0) (K <0).

10 Distancia de contagem de f6tons Dp

Segindo o mesmo raciocinio anterior, define-se uma grandeza que mega o

nimero de fétons emitidos pela fonte, por intervalo de comprimento de onda,
ou freqiiéncia, mas sem levar em conta o intervalo de tempo. O mesmo faz-se
para definir o fluxo de fotons na observacao. Portanto,

dN,
LP)\()\e) = d)\ .

(125)

AN, = Lpy(Ae)dA.. (126)
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fea(Ae) : N

= i (127)

d*N, = fra(Ao)dNodA,. (128)

Integrando d?N, sobre toda a superficie fechada que encerra a fonte,

AN, = fpa(Ao)dNodmSE(X). (129)

Considerando, novamente, a conservacao do ntumero de fétons, dN, =

dN,,

Loa()dA, = 4753 fir (), (130)

ERRI — 4 fra o) (131)

I ( fra(he) = ﬁ) i, (132)

o) = [ ( %) (1 + 2)d, (133)

Ou fo(h) = 22 QK) (134)
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Portanto define-se

Dp = Sk(x) =r(x)- (135)

Que recebe o nome de distancia de contagem de fétons. Por (101), ja que
a(ty) = 0, vé-se que Dp = D)y, muito embora as motivagoes que levaram a
definicao de cada uma dessas distancias sejam bastantes distintas.

11 Distancia de fluxo de fotons Dy

Pode-se definir uma grandeza analoga a luminosidade, mas que mega a
quantidade dN, de fétons emitida pela fonte por intervalo de tempo por inter-
valo de comprimento de onda, ou freqiiéncia. Além disso, define-se também
uma outra grandeza analoga ao fluxo e que mega o numero de fétons dN,
que atrvessa um elemento de superficie por intervalo de tempo por intervalo
de comprimento de onda, ou de frequéncia. Portanto

d*N,

d*N, = Lpy(Ae)d\cdt,. (137)
d>N,

fra(e) = m (138)

AN, = fra(No)dodt,dA,. (139)

Integrando d3N, sobre toda a superficie fechada que encerra a fonte,
>N, = fra(Ao)dNodt,4mS%(X). (140)
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Considerando a conservacao do ntimero de fétons, d®2N, = d*N,,

LFA<)‘e)d)\edte = 47TS[2(fF>\<)‘0>d)‘odto (141>
A<(1 )d? odto = 47S% fra(No)dNodt, (142)
f; (o0 -5 )
fr(Xo) = /OOO ( %) (1+ z)dA. (144)
portanto,
Fr(rg) = =) (145)

4(1+ 2)S%

pode-se entao definir

D2 = (1+2)S%(0) (146)

logo,

Dp = (1+2)"2Sk(x) = (L +2)"*r(x). (147)

Que é chamada distancia de fluxo de fétons.
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12 Mobdulo de Distancia p

Define-se médulo de distancia p como a diferenca da magnitude aparente
m pela magnitude absoluta M de uma fonte. A magnitude aparente de uma
fonte estd relacionada com a sua densidade de fluxo e a magnitude absoluta
é definida como sendo a magnitude aparente que essa fonte teria se estivesse
a dez parsecs do observador e em repouso com relacao a ele. Portanto,

p=m — M. (148)
Logo
D
Ho= 510g1o< L) (149)
1+ 2)Dy
= 51 1
51lo 10( 10pc ) (150)
= 51 151
o logyg < 10pc ) (151)
(1+= 30000
= blogy, {( T0pe ) < . Mpc) E(z)} (152)
108(1 E
— 5logy, ( . +z) (2 )) (153)
= b5logy [ 3 x 10%(1 + 2)E(2)] — 5logyo(h). (154)
.+ 5logg(h) = 5logy [ 3 x 10%(1+ 2)E(2)] . (155)
Onde h é definido como
Hy
—k Mpe. 1
100 m~'s Mpc (156)

Verifica-se facilmente que, para z > 0:
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dr = D4 < Dp = Dy, < Dp < Dy. (157)

E para z < 0:

dr =Dy > Dp =Dy > Dp > Dy. (158)

13 Equacoes de Friedmann e de fluido

Pode-se Definir H(z) como

H(z) := HoE(z). (159)

Onde Hj é o valor da constante de Hubble hoje. Temos, pela equacao de
Friedmann, que

H2(t) = 8;? e(t) — %. (160)

Definindo um parametro adimensional de densidade com a seguinte forma

_ €
Qt) :== ) (161)
onde,
olt) o= 2D (162)

que ¢é exatamente a densidade critica necessaria para que a tri-curvatura
seja nula. Portanto

kc?

V=) = — 5 i

(163)
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kc?

1—Q = ——+—=.
" RH;

(164)

Pode-se, entao, tomar agora um novo parametro de densidade (k¢ que

mede a tri-curvatura do espaco:

QK,O =1 QO
portanto

ko H?

Fﬁ = 2 Qo0

reescrevendo a equacao de Friedmann

871G H?
H?(t) = — ¢(t 2 Q
() 302 6()_'_&2(_[:) K,0
dividindo por H?

H2(t) . G(t) i QK@
HZ eqo a2t

~ Qx o
= Ot ’

O

= Qo(t) + QK70(1 + 2)2.

Portanto,

E(2) = /90 + Queoll +2)2.
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Por outro lado, a equacao de fluido que descreve a expansao do universo
) a

é+3—(e+ P)=0, (172)
a

ou,

é+3g(1+w) —0. (173)

Onde P representa a pressao do fluido sobre as “paredes do universo” e,

P = we. (174)

Sendo que w é um nuimero adimensional. Considerando que w assuma a
forma

w = wy+ wi(1—a). (175)

A equacao de fluido fica

é+3g{1+[wo+w—1(1—a)]}:0. (176)

Resolvendo essa equacao diferencial para e obtém-se

S (177)

a3(1+w0 +wly e3w1a

Onde C' é uma constante de integracao. Fazendo a = a(ty) = 1 na equagao
acima obtém-se para C' uma expressao do tipo:

C = e, (178)
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Substituindo C' na equagao (51):

€0€3w1 1

€= q3(1+wotwi) gdwia (179)
3wi(1—a)
. €p€
= ey (180)
Como
Q=—, (181)
€cr,0
Tem-se que, de acordo com a equacao (35),
€(0) €0
Qg =0Q(0) = = . 182
0 ( ) 607’(0) 6cr,O ( )
Logo,
_ €
QO - QO_ (183)
€0
entao,
Q
€ = eQ—z (184)

a equacao (H4) fica

QO e3w1 (1—a)

Portanto,

B 63w1 (1—a)

QO = QOW. (186)
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Finalmente tem-se que

edwi(l—a) )

Pode-se generalizar a expressao acima para um universo com varias com-
ponentes. Basta escrever os parametros wg, w; e €y com um indice (7)
correspondendo a cada uma das componentes que preenchem o universo e
fazer o somatoério em 1.

e3w1, (1—a)
Z QOZ a3(1+woi+wi;) ) + QKO(l + 2)2. (188>
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